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V o r w o r t. 



Ich wiinsche, class in der vorliegendenAbhand- 
lung die Prinzipien des sogcnannten Infinitesimal- 
Calculs so deutlich dargelcgt sind, dass sie Jeder in 
der Mathematik Erfahrne verstehen kcinne. Ueber- 
zeugt, dass sich die Macbt der Wahrheit im Einfacben 
wie im Zusammengesetzten glcich streng bewShrt, 
habe ich mich auf die ersten Anfange des Differenzial- 
und Integral - Calculs einschranken lassen, allerdings 
ungern, ich bekenn’ es , aber durch Umstande gezwun- 
gen , die ich nicht abandern konnte. — Auch war 
cs nicht meine urspriingliche Absicht, die Entdeckung 
der wahren Prinzipien des Differenzial - Calculs in so 
diirftiger Gestalt hinzugeben, ohne dass ich die Folgen, 
die sich nun Jedem darbieten, entwickeln, und auch 
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nur cin Wort einfliessen lassen konnte von der Me- 
thodc, der man aliein alien Fortscliritt verdankt, die 
iminer und iiberall gcsncht , und mit Rccht die Me- 
thode der Entdecknng genannt wird. Und cs 
giebt ausser ihr keine wisscnsehaftliche Metbode. 

Ich erwarte die Gelegenheit; diess Alles nocli 
naher zu ertirtern, und gebe vorliegende Abhandlting 
nur ala ein Bruch stuck , das den Charakter eines'Gan- 
zen , wenti auch nicht tragen , docli andeuten moge. 

Mtinclien , 7,u Ostern, 1836. 



Der V erf ass er. 
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Das vorliegende Heft der Erlauterungen der Prinzipien 
des DifFercnzial - Calculs befasst sich mit der Zuriickfuhrung 
ihrcr Metapliysik auf ein rein mathematisches Verstandniss. 
Wie bckannt ist die Sache eine alte mathematischc Frage, die 
in vielfachen Bestrebungen, immcr wiedergekotnmen , und be- 
reits eine ganzc Geschicbtc geworden ist. 

Ueber keinen andcrn Punkt dor Geometric herrsehen so 
verschiedene Ansichten, wie iiber dieson. Es ist nicht die 
Sichei’heit der Operationen, die in Zweifel gczogen wird, in 
denen man so weit und zum Tlieil weitcr als in andern Zwci- 
gen der Mathematik ist, es handelt sich nicht um die Knnst 
des Differenzircns und Integrircns, die man friihzcitig nach 
einfachen Gesetzcn entdeckt hat, sondern viel mehr um die 
Erlauterung desscn, was wahrhaft und eigentlich getlian wird, 
indcm differenzirt und integrirt wird, dcnn darin findet sich 
bis auf die Benennung herab Verschiedenheit. Sonst ist es in 
der strcngen Geometric ungewohnlich , Fragen , die den Sinn der 
Operationen betreffen, nicht etwa compendiarisch in den Wieder- 
holungen der Lehrbiicher, sondern urspriinglich von den Griin- 
dern und Forderern des Calculs verschiedenartig bcantwortet 
zu sehen. Die Differenzial- Operationen sind Allen gleich, der 
Sinn aber Allen verschieden , und klingt grossentheils von dem 
erprobten Verst'a'ndniss der matheinatischen Methode ah. Diffe- 
renziren und Integriren geschieht nach eincr znganglichen Me- 
thode der hohern Analysis, es versutht und kann es Jeder ; 
aber was er tliut, indcm er auf so kunstrcichem Wegc mit be- 
kannter Sicherheit das jedesinalige Rcsultat bcrechnet, das ist 
ungewiss und unerkannt. — 

1 



Digitized by Google 




2 



In derjenigen Wissenschaft , die vor andern auf die Strenge 
dei’ Methode Ansprnch macht, ist eine Frage nach dem Ver- 
standniss der Operntionen von ganz gleicher WUrde mit der 
Knnst dieser Opcrationen selbst, und ist weder zu umgehen 
nocli zuriickzuweisen. Sie will anfgehellt, nnd in die Reilie 
sicherer Erkenntnissc cingeordnct werden. Dabey ist cs wis- 
scnscliaftliches Grund- Gesetz, dass dicse Erkenntniss nicht eine 
frentde Lehre, sondern die innerliche Aiifhellung des Calculs 
selbst sey. Das ist die Metaphysik der mathematischen Wissen- 
schaft, die Befreyung von allem fremdartig Beygemischten. Es 
ist der Fortschritt der Methode, dass diess Fremdartige, das 
sich schon im Beginn als anders woher gesuclit ankiindigt und 
w r ie Entschuldigung klingt, ausgeschieden wil'd. Wie die Eu- 
klidischen Definitionen , Axiome und Postulate im richtigen 
Verstandniss die Metaphysik der synthetischen Geometric sind, 
und ausser ilinen keine andere, so wild sich auch die Meta- 
physik der Differenzialien c.uzig in ihren Voraussetzungen, und 
im Verlauf ihres Calculs offenbaren. Das soil erhoben we rden . 

Es darf auch den mathematischen Prinzipien zugetraut 
werden , dass man in den Differenzial - Operationen , die an 
Priicision und Reichhaltigkcit nothwendiger Result ate Alles iiber- 
treffen, was man in der Mathematik sonst kennt, einen Punkt 
getroffen habe, und diess gleich anfangs, der in gleicher Pra- 
cision die Frage erst richtig stellt, und darin ein wahrhaftes 
Verstandniss eroffnet, nur dass man das Wort davon nicht 
ausgesprochen. — Und s o ist es auch. 

*. 

Es ist bekannt, dass, wenn y eine Function von x ist, 
z. B. y = x m , und x um irgend eine beliebige Grosse a ver- 
mehrt oder vermindert wird, auch die Function y um eine 
Grosse vermehrt oder vermindert , und der so verandertc Worth 
von y dnrch eine Reilie von x gegeben wird, dcren erstes 
Glicd die gegebenc Function von x, und deren aufeinander 
folgende Glieder nach den aufsteigenden Potcnzen von a ge- 
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ordnet sind. 1st 7.. B. y = x 3 , und wil’d x um a vermehrt, 
so geht y in y + v iiber, und es ist nach dem binomischen 
Lehrsatz : 

y -}- u r: + 

Statt der Grosse a seize ich der einmal eingefuhrten Be- 
zcichnung wegen die Grosse dx, und statt v, d. h. statt der 
Zunahme von y die Grosse Sy, so dass 

y - f- J) - = * 5 -J- ox 2 rf a: -J- 3 x d x 1 -J- d x 3 ; 
die Grosse d x kann so gross oder so klein als nur immer 
angcnommen werden. 

Auch ist bekannt, dass allgemein der Coefficient des zwey- 
tcn Gliedes, hier 3 x 1 , ganz unabhangig von dem Werthe dx 
ist ; er bleibt 3 es mag nun dx so gross oder so klein , 

wie immer seyn. Dasselbe gilt von den Coefficienten der nach- 
folgenden Glieder. Und umgekehrt sind die Grosscn dx, dx 2 
u. s. f. unabhangig von dem Werthe voft x. 

Das erste Glied der Reihe , hier x 3 , ist die gegebene 
Function y , und diese auf beyden Seiten der Gleichung weg- 
gcnomincn , bleibt : 

iy-5J' , rfj: + 5Jf </»’ + dx *. 

So kann auch allgemein der Weith S y abgesondeit durch 
cine Reihe nach den aurstcigenden Potenzen von d x gegeben 
werden. 

Es ist nun hinliinglich bekannt, und z. B. in der Tlieorie 
der Functionen von La -Grange bevviesen, dass diess Gesetz 
nicht bloss fur rationale Functionen, sondern auch fur irratio- 
nale und transcendcnte Functionen, iiberhaupt allgemein gelte, 
und es ware uberfliissig, die Bcweise daftir zu wiederholen. 
Ist die Function irrational oder ti’anscendent, so wird die Reihe 
6y unendlich, und die Glieder sind nach den aufsteigcnden 
Potenzen von dx geordnet. 

Allgemein ausgedriickt ist die Reihe : 

S y = a dx -J- /3 dx 2 y dx 3 -|- . . . 

1 ** 
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worm a, ft , y . . . veranderliche, durch x bestimmte Werthe 
sind. Wie sie naher bestimmt werden, ist bekannt; namlieli es 
wird ft mis a auf diesclbe Art bostimmt, wie “ aus der gege- 
bonen Function. Auf gloiche Weise wird y aus ft abgeleitet, 
und 5 aus y ; und es werden noeh iiberdiess die Glieder suc- 
cessive, durch die constanten Coeflicienten , 1 ; 1 . 2; 1 . 2. 3; 
1. 2. 3* 4; • • • dividirt, so dass die Fonnel, wenn die Bc- 
zeichnungsart von La - Grange beybelialten wird, allgcmein in 
folgende bestimmte Reihe iibergeht : 

6 y = /• xdx + 'f" x){dx? + /"' xjfdxV + . . . . 

TT 1 . 2.3 

worin f‘ x die auf die bezeichnete Weise abgeleitete Function 
von y; f" x die abgeleitete Function von /’ x; f"‘ x die ab- 
geleitete Function von f " x u. s. w. ausdriickt. 

Znm Beyspiel : Es sey y — x * , so ist 

& y — Z x 2 dx -)- 3 x dx* -f- dx J . 

Den Coeflicienten von d x, niimlich 3 x 2 — S’ x 
man nach den Regeln des binoinischen Lehrsatzesj nun flndet 

d x 2 

man gleich unmittelbar den Coeflicienten von — - — niimlich : 

2.3.x, indem man 2x* d. h. die abgeleitete Function/’ x 
oder den Coeflicienten von dx, nun als urspriingliche Function 
betrachtet, und in ihr x um d x vermehrt, und darin den 
Coeflicienten von d x sucht ; also : 

3(jt-(-djf) I;= 3J? 2 + 2. ’3- *</* + •••• 
demnach der gesuchte Coefficient = 2.3.x, wie Oben. Ebcn 
so wird mil den nachfolgenden Gliedern verfahren. 

Dicse Ableitung der nachfolgenden Coeflicienten von d x 
aus den ihnen zunachst vorhergehenden , ist zwar bey rationa- 
len Functionen weitlaufiger, als -die unmittelbare Ableitung 
dieser Glieder in einer Reihe, in alien iibrigen Fallen aber 
kiirzer, und Fiir Allgemeinheit der Reihen unerlasslich. So 
braueht man lediglich nur zu wissen , wie der Coefficient von 
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dx aus der gegebenen Function abgeleitet wird, urn auch die 
Ableitung des Coefficienten von — zu wissen. Denn so 



wie man die Regeln, naeli deneu dec Coefficient des ersten 
Gliedes abgeleitet wird, weiss, bchandelt man dicsen Coefficien- 
ten als nrspriingliche Fnnction,' und fmdet ans dieser anf die- 
selbe Art das erste abgeleitete Glied , das nun als zweytes Glied 
in die nrspriingliche Reihe eingeordnet wird. Ebcn so erhalt 

d 

man den Coefficienten von — 1- — : indcin man den Coefficienten 

2-3 

d x 1 



von 



als nrspriingliche Function nimint, und daraus das 



erste Glied der abgeleiteten Function sucht, das sofort das 
dritte Glied der ersteren Reihe wird ; und so fur alle folgen- 
den Coefficienten. 

Dies’s ist zuerst von La-Grange allgemein bewiesen worden^ 
und darf als bekannt vorausgesetzt werden. 



3 . 

Die allgemeine Reihe ist : 

5 y — f'x dx -}- f"x/dx: z -j/ S'" x dx 5 -J- . . . 

1 . 2 2-3 

Ich bezeichne das erste Glied dieser Reihe, n’amlich 
r f'x)dx mit dy, also dy — f'x'dx, so dass fiir die analyti- 
schen Operationen dy ganz dem gewohnlichen Differenzial 
entspricht. ! ■' 

Aber was ist nun dy? Denn das muss -gewusst werden, 
wenn man sich nicht mit der Tautologie begniigt, dass dy das 
erste Glied der Reihe &y ist. Die Frage ist eben, welcher 
Grosse diess erste Glied dy entspricht, und kann man diess 
beantworten, so weiss man was gethan wird, indem differen- 
zirt oder integrirt wird. 

Diese Frage beantwortet sich im folgenden Lehrsatz: 
Ist y eine Fnnction von x, und driickt x die Abscisse, und y 
die Ordinate einer Curve aus, wird dann in einem Punkte der 
Curve die Abscisse x nm eine beliebige Grosse d x vermehrt , 
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so ist filr rechtwinkelige Coordinaten by die Zunahme der 
Ordinate zur ncuen Ordinate, die der Abscisse x-\- dx ent- 
spricht, und Al y in der angegebenen Bezeiehnung die Zunahme 
der Ordinate zur Tangente, oder nach eincm andern Ausdmck 
die Basis dcs Tangenten-Dreyecks, und zwar nicht bloss fur 
einen unendlich kleinen, sondern fur jeden endlichen und un- 
endlichen Worth von dx. 







Ist die Curve act gegeben , a b P 
die Abscissen - Linie, und wird die Ab- 
scisse fiir den Punkt c nainlich a b um 
b p — d x vermehrt , b P mag so gross 
oder so klein -nde imrfter genommen wer- 
den , so ist d y in der angegebenen Be- 
zeichnung gleich ft y , gleich der .Zunahme 
der Ordinate .zur Tangente im Punkte c; 
by hingegen gleich ft«, d.h. die Zunahme 



der Ordinate zur Curve. 



// 



Fiction im Differenzial - Calcul ist, dass dx und dy. unend- 
lich klein seven , dass etwas unendlich Kleines vernaclilassigt 
werde, und dass d y =■ A « , d. h. die Zunahme der Ordinate 
zur Curve sey. Denn d y ist niemals diese Zunahme , auch 
nicht fiir unendlich klcine Grossen, sondern die Zunahme zur 
Tangente; es wird nie eine, auch nur unendlich kleine Grosse 
vernachlassigt ; und dac und dy konnen so gross oder so klein 
als nur immer genommen werden, sie sin d Grossen schlechthin. 



Man kann sich davon durch die einfachsten Bevspiele iiber- 
zeugen. Es sey die gegebene Curve eine Apollonische Parallel, 
also y — Ifpx, so ist nach den bekannten -Regeln das Diffe- 



renzial d y - | If — dx, also f'x-i If — und d y nach 

X ' X 

der gegebenen Bezeiehnung das erste Glied der Reihe 

. die entsteht. 



x dx 2 f" x dx z 

*y =/ xdx+ - ; - h ~~ - + 



1-2 » . 2 . 3 

wenn in der Function d ( p x ) ; x urn d x vermehrt wil’d 
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1st z. B. in der Apollonischen Parabel x = £ p , so ist 
y = p = } p, und dady = } - dx, so ist fiir 

diesen Punkt in der Parabel dy = dx. 

Setzt man nun d x willkiihrlich i. B. = { p, so ist d y 
ebenfalls = ip, was keine unendlich kleine Gi’dssc ist. Dass 
aber y/< wirklich und genau gleich i p sey, wird aus den ein- 
facbsten arithmetisehen Operationen klar. 

Denn es ist yk i ck = cb : b h oder 
yk : ip — i p : subtg. 

Die Subtangente in der Apollonischen Parabel ist aber 
gleich 2 x, also hier — 2 • i p = i p , diess in der obigen 
Proportion substituirt, giebt yk — ip, wie auch nnmittelbar 
aus dy gefunden ward. 

Hingegen « K — 5 y, die Zunahine der Ordinate zur Curve, 
ist gleich p \ — \ p, da y + < « = Sp ( J p + i p) 

ik = p ^(‘) — ip. 

Diess zur Erlauterung. — Es bleibt noch iibrig, den gege- 
benen Lehrsatz allgemein zu beweisen. 

1. Es ist bewiesen, und muss hier vorausgesetzt wcrden, 
dass d x unabhangig von x und y ist, d.h. beliebig genommen 
wird, sich nicht mit den Wcrthcn von ac und y andert, nicht 
grosser oder kleiner wird, wenn x und y wachsen oder ab- 
nehmcn. d x ist eine indeterminirte Grosse, sie kann in jedem 
Punkte der Abscissen-Linie beliebig gi-oss genommen werden. 

2. Diess vorausgesetzt, ist zu beweisen, dass dy - f xdx 
(was die Difinition ist) die Basis des Tangenten - Dreyecks sey. 

Bleibt der Werth von x derselbe, d.h. handelt es sich um 
densclben Punkt der Curve, so bleibt auch f' x dieselbe Grosse, 
d x mag so gi-oss oder so klein , wie immer genommen werden, 
weil f" x unabhangig von dx ist, und nur durch x bestimmt 
wird, das aber als unveriindert, d. h. als fur einen und den- 
selben Punkt der Curve genommen vorausgesetzt wird. 
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Fiir den Punkt t der Curve ist 
n ft = x, und c ft — y. Es sey bf= d x, 
so ist naeh der gegebcnen Definition 
r m — dy nod y m = b y. Oder es 
sey ft e ein andcrerWerth derZunnhme 
der Aliscisse gleich -d' x, cine andere 
Grosse des Zuwachses von x, aber von 
deinselben x d. h. fur den nainlichen 
Punkt der Curve, so ist l rt = d' y, nnd 
die Coefficienten von d x und d ' x sind dieselben , weil sie un- 
abliiingig von d x , und nur durch x, das hier fiir beyde gleich 
ist, bestimmt sind, Es verhalt sich dy : d‘y=f'xdx:f xd' x, 
und da nun fx=f‘x, so ist dy : d‘ y = dx : d‘ x , oder 
r m : n l = m c i c l. 

TVun ist die Linie elm nach der Voraussetz.nng eine geradc 
Linie ; demnach muss auch die Linie c n r eine gerade Linie 
scyn. c n r ist aber die Linie, die alle Werthe von d y, die 
den verscliiedenen Werthen von d x fur denselben Punkt c ent- 
sprcchen, miteinandcr verbindet, und diese gerade Linie c n r, 
in weleher die Endpunkte aller moglichen Werthe von dy 
liegen, ist die Tangente des gegebenen Punktes c. 

3. Die Linie enr beriihrt die Cui’ve im Punkte c, und sie 
liegt fiir die zunachst grossern und hleinern Ordinaten ausser- 
halb der Curve, worauf nun der Beweis eingeschrankt wird. 

Die allgetneinc Reilie ist : 

({jr;* cl Jr* 

b y = d y + /•' X — + /"• x h 

1.2 2.3 

Demnach dy - by — f" x^— — j x ~ x — ... 

t • 2 2.2 

Es ist bewiesen , dass die Coefficienten von dx,dx a u. s.f. 
fiir denselben Punkt c dieselben sind, dx mag so gross oder 
so klein als iinmer genommen werden, und weleher Coefficient 
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fiir irgend einenWerth von dx gefunden wird, dieser gilt nicht 
bloss fih* diesen, sondern fiir alle Werthe von dx. 



Es kann nun, ohne dass im Geringsten etwas in der Reihe 

dy=Sy-f" dX * -■ 



dx* 



2 ■ 3 



vernachlassigt wird, dx so klein gcnommen werden, dass sicli 
dy von Sy nm eine Grosse unterscheidet, die kleiner ist, als 
jede gegebene Grosse. Der Endpunkt von &y ist in der Curve. 
Es kann nun die Linie me, in der die Endpunkte der Werthe 
von dy verbunden sind, wenn sie nicht die Tangente ist, ent- 
weder innerhalb oder ausserhalb der Curve liegen. Sie liege 
ganz aussei’halb der Curve und sey nicht die Tangente, so kann 
zwisehen ihr »ind der Curve eine Tangente cyx gezogen wer- 
den, und es ist dann my — my <C m r — m 

< dy — 8y; 

Diess ist aber unmoglich, denn die Differenz von dy und 5y 
kann so klein genommen werden, dass keine gegebene Grosse 
kleiner sey als sie. Es muss demnach die Linic cyx mit der 
Linie c n r coincidiren , d. li. die Linie c n r ist die Tangente 
selbst, im Falle sie ausserhalb der Curve liegt. 



Es bleibt noch zn beweisen iibrig, dass sie nicht innerhalb 
der Curve liegen konne. — Lage sie innerhalb der Curve, 
so konnte zwisehen ihr und der Curve keine gerade Linie melir 
gezogen weedm, da die Differenz dy — Sy kleiner als jede 
gegebene Grosse genommen werden kann , und die Linie c n r 
miisste demnach die Curve im einem zweyten Punct durch- 
schneiden, und in diesem Punkt ware dy = $y, was idimoglich 
ist , wenn nicht zwisehen y und y + s y ein Maximum oder 
Minimum der Ordinate fa'llt, was aber seinerseits unmoglich 
ist, weil d x so klein, also die Ordinaten y und y + * y so 
nahe aneinander liegend genommen werden konnen , dass wohl 
die eine der beyden Ordinaten ein Maximum oder Minimum 
scyn kann, aber zwisehen sie selbst keine andere Ordinate 
fallen kann, die ein Maximum oder Minimum ware. 
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Es ist also untnbglich, dass die Linie r n c eine von der 
Tangente der Curve im Punkte c verschiedene Linie sey, was 
eben der Lehrsatz ist. Denn es folgt daraus , dass dy die Ver- 
langerung der Ordinate znr Tangente ist, weil in der Tangente 
die Endpunkte aller Werthe von d y fur denselben Wertk von 
y liegen. 

Anf gleiche Art lasst sich beweisen, und es ist unmittelbar 
einleuchtend, dass wenn d x negativ genommen wird, dieselbe 
Reihe abgeschen von den Zeichen entsteht, und dass namentlich 
d y in derselben Weise das erste Glied der Reihe ausdriickt. 
Fur die geometrisehe Construction ist dann d y — t u, wenn 
dx = ct oder gleich it t> genommen wird, so gross oder so 
klein iibrigens auch d x seyn moge. 

Aus diesen Lehrsatz entspvingt unmittelbar die gerade so- 
wolil als umgekehrte Methode der Tangenten. Wegen Aehn- 
lichkeit der Dreyecke verhalt sich namlich : 



dy S dx — y : mbt.y, daraus aabt.y zz 



dx 




wo aus der Gleichung der Curve die Subtangente und daraus 
die Tangente und aus der Tangente die Gleichung der Curve 
gefunden wird. Beyspiele sind bekannt. Das Gcsetz ist so 
einfach, dass jede Erlauternng dariiber iiberflussig wiirde. 



i 



4 . 



Der Kern der Methode ist, dass sie zwey Elemente ver- 
bindet, das analytisch rechenbare und das geometrisch con- 
struirbare, und aus dieser Coincidenz die sichern Regeln der 
Bechnung sowohl als der Construction ableitet. 

Es ist kanm nothig zu erinnern , dass d x und d y beliebig 
gross genommen werden konnen, sogar unendlich gross, und 
dass doch dieselbe Formel gilt. Es wird zwar auch hicr zu 
Grossen zuriickgegangen , die kleiner genommen werden, als 
jede gegebene Grosse, aber nicht, um sie zu vernachlassigen , 
sondern so wieEuklid sic gebraucht, wenn er in seinen negativcn 
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Beweisen dartliut, dass sich z. B. zwey Kreisflachen und zwey 
Kugeln wie die Quadrate und Kubusse ihrer Durchmesser ver- 
halten. Auch diess Verhaltniss kann urn keine angebliare Grosse 
grosser oder kleiner seyn als es ist; und ebenso wil'd bier be- 
wiesen, dass d y auch nicht um ein Minimum grosser oder kleiner 
seyn konne, als die Basis des Tangenten - Dreyecks ; diese Basis 
selbst aber kann so gross oder so klein seyn, als inimer, je naeh- 
dem d x gross oder klein genommcn wird. Gerade so wie die 
Durchmesser der Kreisflachen beliebig gi'oss seyn kdnnen. Es 
hindert auch gar nichts, dass dx unendlich gross genominen 
werde, und die Formel ist noch in aller Strenge riclitig. • — 
Auch lasst sich hier mit Bestimmtheit sagen, was gethan wird» 
wenn difFerenzirt wird. Ist namlich y eine Function von x, 
und drjickt x die Abscisse und y die Ordinate einer Curve ans, 
so wird in dy — f x d x, also wenn die Abscisse um d x 
vermehrt, und darauf in der fiir &y entstehenden Reihe das 
erste Glied genommen wird, durch dy die Basis des Tangen- 
ten -Dreyecks con6truirt. dx und dy sind gerade, dnrch cin- 
fache Operationen construirbare und bereclicnbare Linien. 

Die Grosse d x ist iibrigens eine vollkommen indetermi- 
nate, willkiihrliche oder unmittelbare Grosse, wahrend x undy 
keineswegs indcterminirt, sondern durch einander bestimnit 
sind. Diese Bestimmung ist cben die Function zwischcn x und y. 

Die Grosse dx hingegen kann bey jedem Werthe von x 
so gross oder so klein genommen werden, als pur immer, sie 
ist von dem Werthe x oder y unabhangig, und bleibt aucli 
durch den ganzen Calcul von ihnen unabhangig. Ia d x ist 
nicht bloss unbestimmt, sondern auch auf keine Weise durch 
x oder y bestimmbar , sie hat so ausgezcichneter Weise die Ei- 
genschaft einer Hilfsgrosse, 

Indeterminirte Grossen sind gegen die verandcrlichen Gros- 
sen constant, und diess ist die nachste Definition von dx, 
dass sie eine constante Grosse sev, sie wird nicht grosser oder 
kleiner mit der Zunalime von x oder y. Sie ist constant sognr 
nach der eigenen Definition des DifFerenzial - Calculs. Denn 
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man hat darin stets d x als den Zuwachs der Abscisse schlecht- 
hin definirt, und niemals bcygesetzt, dass dieser Zuwachs von 
der Grosse x abhangig sey, grosser oder kleiner werde, je 
nachdem x grosser oder kleiner wird, dicss ware auch nicht 
mbglich gewesen, durchznfiihren. Man hat somit dx unbe- 
wusster Weise als constante Grosse definirt, was sie in Wahr- 
heit ist, und mnsste das unmittelbar Gegebene durch Umwege 
einznholen snchen. Es sollte kein Differenzial von dx inehr 
moglich sevn. Was ist diesS aber andei’S, als dass dx eine 
constante Grosse ist? Man behauptetc das DifTerenzial von d x 
sey Yerschwindcnd klein gegen das Differenzial von x, inan 
mnsste es supponiren, obschon es nicht wahr ist, da da; gar 
kein Differenzial hat, wie diess xnit jeder constanten Grosse in 
der Function der Fall ist. Und diess einzig ist der wahre Grund, .. 
wai’nm man das Differenzial von d x nicht bloss vernachlassigen 
durfte , sondern mnsste, weil ohne diess die Formeln unrichtig 
und xtnbcrechenbar geworden waren. Darin corrigirt sich die 
falsche Ansicht der Methodc von selbst, was eine so ausgebil- 
dete Wissenschaft , wie die Mathematik ist, von sich erwarten 
liess. 



S. 

Indcm wir dx als constante Grosse definiren, gewinnen 
wir den Vortheil einer wesentlichen Vei*einfachung der ur- 
spriinglichen Functicnen-Reihe, die gewohnlich als der Tay- 
lor’ sche Lehrsatz gegeben wil’d. 

“ . Die Reihe ist : 



dr 1 J, s dr* 

6y=f‘x dx + fx -±_ + /"'* _ +/■-* 2 - t - 4 + 



worin aber in der Regel statt des bisher indefinirten d x die 
Charakteristik w gebraucht wnrde ; also die Reihe : 



; ^ +r * +r:*2TTT4 + • 
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Da f" x aus /' x auf gleiche Weise , wie f x aus der 
nrspriinglichen Function f x gefitnden wird, so ist die ganze 
Reihe eine Wiederholung derselben Operationen. INenut man 
dahcr das erste Glicd das Differcnzial der gegebenen Function 
( und dieser Ausdruck ist nach dem Vorhcrgchenden vollkommen 
definirt und seiner, in ihm reprasentirten Grosse nach cpnstruir- 
bnr), so ist das zweytc Glied nach deinselben Gesetz das Dif- 
ferenzial des ersten Differenzials, also das zweyte Diffcrenzial ; 
das dritte Glied das Differcnzial des zwcytqn Gliedes, also das 
dritte DifTercnzial it., s. f., wo Ausdruck und Rezeichnung des 
Diffcrenzial - Calculs beybehalten werdcn. 

Es ist hinlanglicli bekannt, dass man den T a y 1 o r’ sclien 
Lehrsatz danim auch in folgendem Ausdruck darstellte: 



ic 5 d * y trn 3 . . 

~ 2 ~ 'die 3 " 2 . 3 



worin d 1 y nach der ^ngcnointncucn Bezeichnung das Diffcrcn- 
zial von iy; d* y das Diffcrenzial von d 2 y u. s. f. bezeiehnet, 

Diese Reihe hat aber noch nicht ihre inoglichc und nothr 
wendige Einfachhcit. Es ist nicht klar, warum in ilir w statt 
d x gesetzt wird. 

Man kann die Function d y nicht etwa als cine Grosse 
andercr Art als fx — y ansehen ; dy kann,. je nachdem dx 
willkiihrlich genommen wird, klcincr, gleich odcr grosser als 
y seyn , und bey cntsprecjienden Werthcn von x odcr d x so- 
gar unendlich grosser als y. Au> h ist die. Function d y. eben 
so dHferenzirbar , wie y, wobey man nach ganz densclben Re- 
geln , w r ie bey der Diffcrenziation von y verfahil , nur dass in 
der Function dy eine Constante dx mehr cnthalten ist; die 
aber wie jede anderc Constante behandelt wird. Die Function 
dy = f x d x ist cine Function zw'ischcn dy und x, wie 
y =: f x cine Function zwischcn y and x ist, und es ist untor 
beyden als Functionen kein Unterscliicd. Es sey z. B. y = x *, so 
ist nach der angegebenen Definition dy =4x 5 djc = (4da?)a: *, 
-worin 4dx eine constante Grosse, und es ist das Diffcrenzial 
von dy odcr symbolisch d 2 y = (4 d x) . 3 x 2 dx — 3 • Ax 2 d x 2 s 
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So treten sitccessiv in die allgeineine Reihe statt w, w 2 , w *... 
die Werthe dx , d x 2 , d x 5 .... die sich in Zahler und Wenner 
aufheben , wonach die ganz einfache Reihe entsteht : 



by = dy + 



d 2 y 
2 



d' y rf 4 
2-3 2 - 3.4 



die so einfach ist, dass sie nicht einfacher gedacht werden 
kann. 

In dem gewohnlichen Ausdruck des Taylor’sehen Lehr- 
satzes findet man die Potenzen von w nach eincm eigenen Ge- 
setze, nnd ihre Coefficienten nach einem andern aqch eigenen 
Gesetze. Nach dcr einfachen Reihe verbinden sich bcyde 
Gesetze in ein einziges, in jedem Glied der Reihe ist nur ein 
Ausdruck , und es sind nicht zwey Rcihen, deren jede nach 
einem eigenen Gesetze fortschreitet , sondern cine einzige. 
Alloin dadurch, dass dxeine constante Grdsse ist, \vird diese 
Veveinfachung moglich. Denn davin hat die Reihe die noth- 
wendige Pracision , es iverden keine Glicder venaachlassigt , 
nnd die Formel gilt fur jeden Werth von by, •was zur letzten 
Allgemcinheit erfordeit wivd. 



6 . 



In der gegebcnen Reihe : 



by z dy + 



d 2 y d* y d 4 r 

2 2-3 ’ t ’ 2 . 3.4 



+ • • • 



hat man einen bestimmten Ansgangspnnkt, eincn terminus a quo, 
namlich dy , das als Basis des Tangenten - Dreyccks bestinunt 
wird; und so schwcbt die Ableitnng der folgenden Glicder 
weder im Unbestimmtcn noch im Anfangsloscn. Man kann geo- 
mctrisch construiren, was dy ist. Und nimmt man dy als die 
Ordinate einer neuen Curve, deren Ahscisse wieder x ist, und 
deren Function dureh den Ausdruck dy gegcben wird, so wird 
man mit eben der Restimmtheit d 1 y als die Basis des Tangen- 
ten- Dreyeeks dieser Curve bestinimcn, nnd so writer. Es 
liessen sich aber noch unmittelbarere und niihere Definitioncn 
von d * y , d s y u. s. w. geben. — 
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Die Grosse dy ist algo nach dev angegebenen Bezeichnung 
die Basis des Tangcnten-Dreyecks, wonn y die Ordinate und 
x die Abscisse einer Curve ausdriickt. Sie ist derjenige Tlieil 
der Ordinate odev ihver Verlangerung, dcr zwischen den zwey 
Durchschnitts-Punkten liegt, den die Tangente und der Perpen- 
dikel vom Endpunkt in y mit derjenigen Ordinate niachen, die • 
der Abscisse x -f- d x cntspricht. — 

Im Falle, dass die Tangente selbst senkreeht auf der Ordi- 
nate stelit, fiillt diese Tangente mit dem Perpendikcl zusammen, 
das Tangenten -Drcyeck geht in eine gerade Linie iiber, und 
die Basis desselben wird gleich IN' nil , also dy — 0. 

Es ist unmittelbar einlenclitend , dass dieser besondere Fall 
eintritt, wenn die Ordinate ein Maximum oder ein Minimum 
wird. Die Ordinate ist ein Maximum , wenn die nachst vorher- 
gehende und die nachst naehfolgende kleiner: und sie ist ein Mi- 
nimum, wenn die nachst vorhergehende und die nachst naehfol- 
gende grosser als sie ist. Und gerade in diesem Falle muss die 
Tangente mit der Abscissen - Linie parallel seyn , d. li. auf der 
Ordinate senkreeht stehen. Denn steht die Tangente senkreeht 
auf der Ordinate und ist sie eine Tangente, so liegt sie, wenn 
z. B. die Curve concav gegen die Absissen r Linie ist, ganz 
ausserhalb der Curve , und die nachst vorhergehende und 
nachst naehfolgende Ordinate sind kleiner, weil sie erst sammt 
ihrer Verlangerung zu der zur Abscisse parallelen Tangente der 
ersten Ordinate gleich werden. In dicsen Fall ist also die Or- 
dinate ein Maximum. Gleiehes gilt auch fiir das Minimum der 
Ordinate und auch fiir die Falle, in denen die Curve convex 
gegen die Abscissen - Linie wird. 

Es leitet sich damns die ausserordentlich leichte Regel fiir 
das Maximum und Minimum der Ordinate ab. 

1. Die Ordinate einer Curve ist ein Maximum oder Mini- 
mum , wenn dy = 0. Und umgekehrt, damit man das Maxi- 
mum oder Minimum einer Ordinate finde, nehme man dy — 0, 
und berechne daraus den Werth von y oder von x. 
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2. Macht dicser gefundene Werth das zweyte Glied in der 

d 2 y 

Beihe, namlich — — positiv, so wil’d auch die ganze Reihe dy 

positiv fur die entscheidenden Werthe von dx, und die Ordi- 
nate ist ein Minimum, weil so die Ordinaten zunehmen ; macht 

aber jener Werth das Glied — ~ also fur entsprechende Werthe 

von dx, auch 5 y negativ, so ist die Ordinate ein Maximum, 
weil so die Ordinaten abnchmen. Es ist einleuchtend , dass in 
der Reihe : 



s r = d r + 



d 2 



y 



rf? y 

T - 3 



+ + '—A + • 

1 rt ? 1 f\ m Ft 



d* y 

2.3-4 



wo fiir den Fall cines Maximums odcr Minimums dy = 0 ist, 

, , d 2 y . 

das Zeichen von by immer von — — abhangt , weil man d x 
• d 2 v 

so klein nehmen kann, dass — - grosser, als alle nachfolgcn- 

2 

. d ^ v . 

den Glieder , also das Zeichen von — — auch das Zeichen der 
ganzen Reihe bleibt. 



Es ist sogar die strengere Definition eines Maximums 
oder Minimums der Ordinate, dass sie grosser oder kleiner als 
die zunachstliegenden Ordinaten sey. Denn eine Curve 
kann mchreremale ab- und zunehmen, und es finden sich darin 
Ordinaten, die grosser sind als ein Maximum, und doch selbst 
kein Maximum sind. Das Gleiche gilt vom Minimum. Ein 
Maximum ist daium keineswegs die unbedingt grosste Ordinate 
einer Curve, sondern sie ist nnr gi’dsser als die ihr znnachst 
vorhergehenden und zunachst nachfolgenden ; d.h. bey ihr macht 
die Curve eine Biegung, und darum muss das Maxiinurp oder 
Minimum gerade llir die kleinsten Werthe von d x ein Maxi- 
mum oder Minimum seyn, und diess ist durch die Regel und 
durch den Beweis ausgesprochen und dargethan. 
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9 . 

Beyspiele an Curven der dritten Ordnung. 

Die einfaehste Gmppe dieser Cm-ven wil’d aus den Kegel- 
schnitten abgeleitet. 



a 




Die Linie a d g k sey z. B. eine Apollonische Parabel, 
a b c die Hauptaxe. Es werde die Bedingung gesetzt , dass 
de = ea‘ y gh = ah sey, itnd so weiter, was dnrch Kreis 
und gerade Linie constrnirt wil’d, indem man, tun den Punkt e 
zu finden, zu d b und a b die dritte Proportional-Lime bf sucht 
und d f halbirt ; eben so fiir die andern Ordinaten. Verbindet 
man die Punkte afi und alle, die auf gleiche Art constrnirt 
werden, so entsteht, wie bekannt, die Neil’sche Parabel; ver- 
bindet man die Punkte a e h und die ferneren , so entsteht eine 
andere Curve der dritten Ordnung, deren Gleichung auf fol- 
gende Weise constrnirt wil’d : 

(<i) 5 = — («*)* = (db — eb ) l — a b 2 , woraus 

eh (db ) 2 - ( ab ) 2 
2 d b 

Nun ist e b=y = der Ordinate der neuen Curve, ab = x, 
gleich der Abscisse, und d b ist in der Apollonischen Parabel 
gleich V p x. 

Diese Werthe und Bezeichnungen substituivt geben : 



r = 



P X X 2 

2 rpx ' 



oder y 2 — 



(p ~ x ) 2 x 

4 ^ * 

2 
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Auf gleiche Weise lassen sieh immer Pavare on Ciirven 
aus dem Kreis, der Ellipse, und Hyperbel ableiten. Sie sind 
eben so einfacli ihrer Construction nacli, als sie zur Ucbung in 
den Anfa'ngen der Curvenlehre samnitlich die grosste Mannig- 
faltigkeit verschiedenartiger Constructionen und Ableitungen 
darbieten, und natiirliche, ohne Vergleich instructivere Regeln 
zur Eintheilung der Curven an die Hand geben , als bisher 
iiblich sind. 




Also es sey afio eine Curve der drit- 

[p — x) 2 x 



ten Ordnung, deren Gleichungy 2 — - 



so ist einleuchtend, dass die Tangente 1 m 
Anfangspunkte a auf der Abscissen - Linie 
a o senkrecht steht; dass sie demnach eine 
Ordinate niemals dnrchschneiden kann , da 
sie mit alien parallel ist. In diesem Falle 
ist daher d y uneudlich gross, denn die Or- 
dinate x P, wenn ax = d x genommen 
wird, wird nur in unendlicher Enlfernung 
von der Tangente in a durelisclinitten. 
Selbst im Fall, dass d x kleiner ist, als 
jede gegebenc Grdsse , blcibt dy unendlich 
gross; und darans wird einleuchtend, wie 
unstatthaft die Suppositionen des Differen- 
tial -Calculs als Lehre sind; denn dy 2 , 
wenn schon dy unendlich gross ist, wird 
ohne Vergleich grosser als jede angebbarc Grosse, und darf 
daher am allerwenigsten vernachlassigt werden. Es zeigt sich 
anch analytisch, dass dy fur den Fall x = 0 unendlich gross 

ist, denn y = ■ P ~* ) — = i ''(r *) ~ 1 g iebt 

’ J 2 f'p P 



d r = i fS_p_ dx _ j y __ 



und x = 0 giebt : 



dy 



r=* ^-^ = 00. 
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Es werde nun die Tangente oder die Subtangente fur den 
Punkt f gesucht. — Wird d x — be — f g genommen , so ist 
nach der Definition g h = dy, das Differenzial von y; 



daraus : 



dy : dx = y : subtg.’, subtg. — y 




und den Werth fur dy substituirt : subtg. = 



i lAv) 
T' Or) 



_3_ f/Tf) 

4 r ip) 



_ 2 ( P — x ) * 

p — 5 x 

Es zeigt sich ans dieser Formel, dass fur x = | p die 
Subtangente unendlich wird. Also hier ist die Ordinate ein 
Maximum oder ein Minimum, da die Tangente mit der Abscis- 
sen - Lime parallel ist. 

Diess wird nun auch direct nach den gegebenen Regeln 
abgeleitet. Es stehe bey i die Tangente senkrecht auf der Or- 
dinate, so fa’llt das Perpendikel von i auf die Ordinate k e mit 
der Tangente zusammen , und die Basis des Tangenten - Drey- 
ecks, also dy, wird gleich Null. 



Also dy = ~ — dx — -4 — dx = 0, daraus 

4 ' x 4 ' p 

3 y r — , p 2 == 9 x 1 , x = \ p, wie Oben. 
x p 

Um nun zu bestimmen , ob im Punkte x = £ p die Ordinate 
ein Maximum oder ein Minimum ist , gilt die Reihe : 



Sy = dy + -1-2- -f 



1121 

2-3 



+ • • • 



Hier ist dy — 0; und d 2 y findet man, indem man dy 
differenzirt. 

Es ist d * y = i V p . — d x 2 — | ~ = 

r 2 x % * * y'px 




1 * 
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d 2 y ist negativ, und die Ordinate im Punkt der Abscisse 
x = \ p ein Maximum* da die zunachst liegenden Ordinnten 
kleiner sind, indent 4 y, die Zunahme der Ordinate zur Curve, 
negativ ist. 

Es kniipft sich an die Regel der Tangirung gerader Linien 
mit den Curven unmittelbar die Untersnchung der Tangirung 
der Curven unter einander, die gewohnlieh auf den besondern 
Fall des tangirenden oder osculatorischen Kreises, oder auf die 
Formel fiir den Kriimmungs - Halbmesser eingeschrankt wird. 

Es sey banc eine gegebene 
Curve , und es werde zu ihr im 
Punkte a eine tangirende Curve ge- 
sucht. Es gehort zur Definition der 
tangirenden Curve , dass sie im Be- 
riihrungs - Punkte a mit dev gegebenen 
Curve dieselbe geradlinige Tangente 
tag habe. Denn es ist bekannt, dass 
zwischen der Curve und ihrer Tan- 
gente immer eine Curve gezogen wer- 
den kann , die weder die erste Curve 
noch die Tangente durchschncidet ausser im Beruhrungs-Pnnkte. 
Hiitte sonach die Berlihrungs - Curve nicht dieselbe Tangente 
mit der gegebenen Curve, so konnte eine solche Curve zur 
Tangente gezogen werden, die zwischen der Tangente und der 
gegebenen Curve, also naher an ihr liige , als die erste, die 
doch Berlihrungs - Curve seyn sollte, d. h. die nachstliegende 
Curve ihrer Gleichung, was sich widersprache. Daraus folgt, 
dass nuv diejenige Curve Berlihrungs - Curve einer gegebenen 
Curve ist, die wenigstens dieselbe Tangente mit ihr hat. 

Construirt man nun fur die gegebene und fur die beriih- 
rende Curve dieselbe Abscisscn - Linie b m s , so haben beyde 
Curven im Berlihrungs - Punkte a dieselbe Ordinate a m, und 
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da sie die Tangente gemeinschaftlich haben, nnd es ist g o fiir 
beyde Curven dieselbe Basis des Tangenteu - Dreyecks ; und 
wenn man die Ordinate der gegebenen Curve init y, und die 
der Beriihrungs- Curve mit y bezeichnet, so ist einleuchtend, 
dass dy = dy' — go sey. 

n o = 8 y ist der Zmvachs der Ordinate fur die gege- 
bene Curve, ro = 8 y‘ t der Zuwachs der Ordinate fur die Be- 
riihrungs - Curve. 



Damit nun diese Curve cine Beriihrungs-Curve der erstern 
sey, wil’d noch iiberdiess erfordert, dass die Differenz 8y — &y' 
ein Kleinstes sey, dass die Beriihrungs - Cui’ve unter alien Cur- 
ven ihrer Gleichung, die mit der gegebenen Curve dieselbe Tan- 
gente haben, diejenige sey, die am nachsten an der gegebenen 
Curve liegt, o:ler deren Differenz in der Ordinatcn - Zunahme 
ein Kleinstes ist. 



Wird nun dx fiir beyde Curven gleich genommen, .so ist 

d 2 r , d 3 y 



fiir die gegebene Curve: 8y = dy 



' + — -- + 

2 ^ 2.3 n 



und fiir die Beriihrungs - Cui’ve : 5 y' = dy + — |- 



2.3 



demnacli : 

(iy - - ?;•' ) , (i-'- -£f)+ ■ ■ ■ 

Nun liebt sich dy — dy' auf, und es bleibt 



Damit nun 5y — 8y ein Kleinstes sey, ist erforderlich , 

d 2 y d 2 y 

dass sich — aufheben , also d 2 y = d 2 y' wcrde ; 

da d x so klem genommen werden kann , dass die Summe 
aller nachfolgenden Glieder kleiner wird, als jede angebbare 
Differenz von d 2 y — d x y'. Wiirde es demnacli nicht Bedin- 
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gung fur die Beriihrungs - Curve seyn, dass d 2 y — d ! y'= 0 
werde, so wiirde dicjenige Curve, fur welche d 2 y — d 2 y= o 
ware, cinen kleinern Werth fur &y — &y' gebeu, und daher 
naher an der gegebencn Curve liegen ; was nach der Definition 
der Beriihrungs - Curve unindglich ist. Da rum ist die Beriihr- 
nngs - Curve sclbst diejenige Curve , die den Werth d 2 y — d 2 y'= 0 
macht. 

Aus den Elementen dieser Bedingungs - Gleichungen werden 
nun die Formeln fur die Beriihrungs - Curven abgeleitet. 



e. 



Beyspiel. Den Osculatorischen Kreis fiir einen gegebe- 
nen Punkt einer Curve zu finden. 

Auflosung. Die rechtwinklige Coordinaten - Gleichun 
des Kreises ist: (y’ — b) 2 -j-(a: — -a) 2 —r 2 , 
w'orin r den Radius des Kreises ausdriickt. 

In dieser Gleichung ist y ' —b -f- /(r 2 — (:e-a) 2 ^ , 
und nach den beknnnten Regeln ist : 



dy' = — 
d'y- = _ 



S(r 2 - (x-a) 2 ) 
r 2 dx 2 



d x , 



( r»- 
Demnach die Reihe: 

(x — dx 



(x— a ) 2 )| ’ 



s r‘ = - 



dx 



r^r 2 —(x — a) 2 2( r 2 — (x — a ) 2 ) f 



1st dieOrdinate der Curve, zu der der osculatorische Kreis 
gcsucht wird, gleich y, so hat man die beyden Gleichungen: 



I. dy = dy — 



(x — a) dx 

V( r 2 -(x-a ) 2 ) ’ 



und 



II. d 2 y — d 2 y’ — — 



( r 2 -(x - a ) 2 )$ 
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Aus Gleichung I. folgt, dass (dy) 1 = ^ ’„ und 

r ( x a) * 



d x 2 . l 

r- — ( x — a) - = ( x — a) 2 . — — — , und daraus 

(«r ) 



^ ( i + 



rfa? 2 

dr 



) 



Dieser Werth in die Formel II. snbstituirt giebt : 

'•* dx 2 _ (rf r * + dx 2 )} dx 2 



d l r= -■ 



r -T?.' )‘ 



r (dx)* 



Daraus : 



(dy 2 + 
d. 



d'y 



was mit der gewbhnlichen Differenzial - Formel : 

(dy 2 + dx 2 )} 



dy 2 d 



dy 



... , , dx d'y dx . 

ganz uuercinstnnmt, da a — = — — ^ — - — , was in die 

etztere Formel snbstituirt die Oben abgeleitete Formel : 

(dy"- + dx 2 )} 



dx d 2 y 



giebt. 



B e y s p i e 1 e. Den Kriimmungs-Halbmesser eines Punktes der 
Apollonischen Parabel zu finden. In dieser Curve ist y—y/px, 

dy — \ d x , d 2 y = — £ dx 2 , demnach 



(dy 2 + dx 2 ) , 
dx d 2 y 

< 4 P + * ) i 
4 s p 



(B + 0* d *’ 



dx 

(4a + p)4 _ 
2 yp 



_ 4 ^ 



P'x 



d x '■ 
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Da die Tangente der .Curve zugleich die Tangente des 
osculatorischen Kreises ist, so darf man nur auf diescr Tan- 
gente ini Beriihnmgspunkte eine Senkrechte erricliten , und in 
ihr r so gross nehmen, als die Formel giebt, so fmdet man 
geomctriscli den Mittelpunkt des osculatorischen Kreises. 

flO. 

Ein besonderer Fall in der Untersuchung der osculatori- 
schen Kreise ist , wo der Kriimmungs - Halbmesser selbst fur 
endliche Werthe von x und y unendlich gross wird. Der 
Fall tritt ein im Punkte der Inflexion einer Curve, da, wo 
cine Curve , wenn sic bisher gegen die Abscissen - Linie concav 
war, anfangt, convex zu werden, oder umgekehrt von der 
Convexit'at in die Concavitat iibei'geht. 




Es ist sichtbar ," dass der Punkt der Inflexion in m ist. 
Hier nahert sich die Kriimmung auFs Nachste einer geraden 
Linie, und der Kriimmungs - Halbmesser wird darum unendlich 
gross. 

Nun ist die Formel fur den Kriimmungs - Halbmesser : 

(dy 2 -f dx 2 )| 
dx d 2 y 

die nur unendlich gross werden kann, wenn d*y == 0 ist, da 
die iibrigen Werthe in dar Formel lauter endliche Grossen sind. 

Es leitet sich daraus die ganz einfache Rbgel ab , dass zur 
Bestimmung des Punktes der Inflexion einer Curve das zweyte 
Differcnzial gleich Null genommen und daraus der Werth fiir 
x oder y bestimmt werden iniisse. 
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B eyspiel. Nimmt man 
zwisclien der Apollonischen 
Parabel a b c , und • dev 
Curve a fi y , deren Gleitjh- 
ung bekannt ist , die Mittel- 
punkte der Ordinaten , oder 
halbirt man b p , c y , . . . in 
den Punkten m, i , . . und zieht 
durch alle so bestimmten 
Punkte eine Curve, so hat 
diese Curve in i eine In- 
flexion , und es ist der 
Punkt i seiner Lage nach 
zu bestimmen. 

Die Gleichung fur diese 
Curve ist: 



y - 



l 

* 



- i t'px) 



= i P'px + i x fS— 
P 



(/> + *) y'x 

~tr r p 



_ (p -f x) * . a? 

16 p 

Es wird aus y — l /px + J a: gefunden 

P 

dy = i dx -|- I / / Cf_ dx, 

x p 

d*y= — T Ss rf ** +tV ~~ . 

Dieser Ausdi’uck gleich Null gesetzt giebt : 



y~ 



t^p X 



, daraus p l = gx 1 ; p = 3x; 



also der Punkt der Inflexion ist im Endpunkt dcrjenigen Ordi- 
nate, die der Abscisse x — % p entspricht. 
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11 . 

Dasselbe Resultat, und dieselbe allgemeine Forinel lasst 
sich aber urspriinglicher und unmittelbar aus folgender Be- 
trachtung ablcitcn. 

Es ist einleuchtend, dass bey einer Curve, die gegen die 
Abscissen - Linie concav ist, dy nach der aufgestellten Defini- 
tion grosser ist als by, da dy die Verlangernng der Ordinate 
ztir Tangente ist, und die Tangente von der Abscissen - Linie 
weiter entfernt liegt, als die Curve, in der b y endigt. Umge- 
kehrt verhalt es sieh bey einer gegen die Abscissen - Linie con- 
vexen Curve. 

Um daher zu bestimmen, ob eine Curve einen Punkt der 
Inflexion hat, d. h. ob sie sich aus der Concavitat in die Con- 
vexitat umwandelt, muss untersucht werden, ob dy fur einen 
beslimmten Werth von x grosser als by, und dann fur einen 
andcrn beslimmten Werth kleiner als b y wird. 

Nun ist : by — dy + - — | — . . . 

2 2*3 

d z y 

und da dx so klein genommen werden kann, dass — — 

grosser bleibt, als alle folgenden Glieder zusammen, so ist 
bloss zu untersuchen, ob in der Gleicliung : 

. . , d'y 

by = dy + — 

d y grosser oder kleiner als by fur bestimmte Werthe von x 
wird. 

. . ' . d 2 y . . 

Hat nun z. B., wenn dy positiv ist, — lur einen be- 

stimmten Werth von x ein negatives Zeichen , so ist dy grosser 
als b y • und hat es fur einen andern Werth ein positives Zei- 
chen, so ist dy kleiner als by, und die Curve hat zwischen 
den beyden Werthen eine Inflexion. Der Punkt der Inflexion 

ist offenbar da, wo — - — =0 ist, well dann der zunachst 

vorhergehende Theil der Curve noch concav gegen die Abscis- 
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sen-Linie ist, da er dy grosser als 5y macht, und der zu- 
nachst nachfolgcndc Theil der Curve schon convex ist, da er 
dy kleiner als by macht. 

Daraus die Regel, die mit der friihern ganz iibereinstimmt : 
Um zu bestimmen, wo der Punkt der Inflexion 
einer Curve ist, maclic man d 2 y=0, und suche 
daraus den Werth von x oder y. 

Im obigen Beyspiel ist d y — ^ ^ d'x + £ d x 



positiv. Das zweyte Glied der Reilie, oder: 



d 2 y 



. |/>_ 

T 6 ~ _j 



j „ 3 dx 2 

d X 2 4- — “ — i 

X J ‘ 16 x 



far x = | p , wil’d d 2 y = 0 

fiir x ■< y P bleibt d 2 y negativ, also die Curve concav, 
fiir x >■ ^ P wird d 1 y positiv, also die Curve convex. 

Denn es sey x = } p, so ist 



d 2 y 



T5 r . / i 



(ip) 3 
d 






+ 1 



/» P 

Es sey hingegen x = p, so ist: 

dx 2 . d x 2 



also negativ. 



d *y = - T*S 



T5 



, also positiv. 



Regel und Verfahren sind so einfach , dass es iiberfliissig 
ware, sie durch mehrere Beyspiele zu erlautern. 



I*. 

Es ware leicht, diese Untersuchungen auf die Beriihrungs- 
Flachen und andere damit zusammenliangende Aufgaben zu er- 
weitern. Da es aber einzig um die Bewahrung der Prinzipien 
zu thun ist, und jene Erweiterungen in dem bisher Dargestell- 
ten eingeschlossen blicben, so gehen wir auf ein anderes Gc- 
biet der Untersuchnng iiber, worin sich zw’ar die niiinlichen 
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Prinzipien , aber auf andcre Art darstellen. Ich ineine den 
Integral - Calcul der Infinitesimal -Rechnung, oder die indirecte 
Methode der Functionen, wie sie von Andei’n defmirt wird. 
Im Ganzen entsprechen diese Defmitionen den innern Verhalt- 
nissen des Calculs nielit vollkommen. Der Integral - Calcnl ist 
vielmelir im Differenzial - Calcul eine Kunst oder Synthese, zu 
der die Differenzialien die n a tiirliclien oder analytischen 
Elemente geben. ISiclit Elemcnte etwa imSinne des Differenzial* 
Calculs, als unendlich kleine Grossen, es ist erwiesen, dass 
dicss nicht der Fall ist, sondern wie in der Geometrie der 
Alten gerade Linicn und Kreis als analytische Elemente anderer 
geometrisclier Grossen vorausgehen , und in alien spatern 
Constnictionen und Verhaltnissen, in der ganzen nachfolgenden 
Synthese des Systems als Elemente bleiben. 

Findet man aus der Gleichung einer Curve direct die Basis 
des Tangentcn-Dreyecks als die Grosse dy, wenn y die Ordi- 
nate bezeichnet, so ist sowohl diese als auch jede andere Grosse, 
die in dy so enthalten ist, dass die Construction von dy un- 
mittelbar auch fur sie gilt, analytisch elemental’, wie dicss bey den 
Untersuchungen iiber die grosste und kleinste Ordinate , iiber 
die Tangirung und Inflexion der Curven und der andei’n damit 
im wesentlichcn Zuzammenhang stehenden Fragen der Fall ist. 

Wird aber die Untersuchung iiber Gebiete ausgebreitet, 
die unmittelbar nicht in dy enthalten sind, die sich aber doch 
so anreihen und ordnen, dass sie mittelbar aus der Gleichung 
von dy bestimmt werden, dass ilire Wahrheit so gewiss ist, 
als die Ableitung fur das elementare Differenzial, dass sie nicht 
anders seyn konnen, wenn jene Ableitung gilt, die sie also nur 
als Element, aber doch als Element ihrer Wahrheit voraus- 
setzen, so verhalt sich das Gebiet solcher Constnictionen als 
Synthesis zu dem elementaren Gebiet der Differenziation. In 
diesem Gebiet sind nun die Untersuchungen iiber die Rectifica- 
tion, Quadratur und Cubatur der Curven, und die andern mit- 
verbundenen Aufgaben eingeschlossen , und die Suinme dicser 
Operationen ist der erschopfende Begi’iff des Integral - Calculs , 
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(lessen Name mit Recht beybehalten wird , da in exacten Wissen- 
schaften Kein Grund vorbanden ist, cine einmal eingefuhrte and 
unzweydeutige Benennung, die docli bloss ein Titel ist, anter 
dein Vieles beqaem Platz findet, abzuandern. 

13 . 

Es gelten aber aach far diess Gebiet keine andern Axioine 
oder Regeln, als die der strengen Geometrie Enklids and Archi- 
meds. So hat Archimed far den Bogen einer Carve nachge- 
wiesen, dass er nicht grosser, als die Sara me der zwey ihn ein- 
schliessendenTangenten, and nicht kleiner, als seine Schne seyn 
konne. Dieser Satz ist die allgeineine Grnndlage der Rectifica- 
tion der Cnrven. 

Es sind z. B. in einer gegen die Abscissen - Linie concaven 
Carve drey Zustande der Carvatar za anterscheiden ; erstens, 
da die Ordinaten zaneliinen, also die Tangente der vorlier- 
gehenden Ordinate einen kleinern Winkel mit der Ordinate 
macht, als die Tangente der nachfolgenden Ordinate, wo dem- 
nach die Winkel, anter denen die Tangenten aaf ihren Ordinaten 
stehen , immer zanehmen , bis sie z w e y t e n s einem rechten 
Winkel gleich werden, da die Tangente senkrecht aaf der Or- 
dinate steht, and diese cin Maximum wird. Drittens, da die 
Ordinaten abnehmen, also die Tangenten anter saccessiv klei- 
nern Winkeln aaf ihren Ordinaten stehen, bis etwa die Ordinate 
ein Miniinnm wird a. s. w. — 

Um die Formel far den Zawachs des Bogens za finden, 
anterscheiden wir znerst den Fall, da die Ordinaten einer Curve 
zanehmen. 

Wenn die Abscisse x — a b am 
d x = be vermehrt wird , so nimmt 
der Bogen a e, der der Abscisse a b 
entspricht, znm Bogen a e r zu, der 
nan der Abscisse a c oder x + d x 
entspricht. Nimmt darnm die Abscisso 
am d x za , so nimmt der Bogen am 
e r zu. 
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Es handelt sich, die Grosse dieser Zunahme e r zu finden, 
oder wenn sie in einer Reihe nach anfsteigenden Potenzen von 
dx ausgedriickt wird, das erste Glied dieser Reihe zn finden, 
weil, wenn das ei’ste Glied bekannt ist, a us ihm die andern 
unmittelbar abgeleitet werden konnen, d 2 y aus dy , d z y aus 
d 2 y u. s. w. Und ist so die ganze Reihe construirbar , so 
bleibt noch die Aufgabe, aus ihr die nrspriingliche Function zu 
entdecken, d. h., diejenige Function, aus der jene Reihe ent- 
springt, wenn in ihr x urn dx vermehrt wire?, was eine be- 
sondere Kunst, die Kunst der Integi’ation ist. Hat man aber 
die nrspriingliche Function gefunden, so hat man eben die 
Function nnd dainit die Grosse des Bogens, weil die Function 
er, die jener Reihe entspricht, die Zunahme des' Bogens ist; 
und diese nrspriingliche Function oder die Function des Bogens 
ist es eben, was gesucht wird. 

Der Bogen er ist nach dem Princip, das Archimed fest- 
gestellt hat, grosser als dieSehne e r, nnd kleiner als die bey- 
den Tangenten e o + o r. Da nun o r kleiner als on, indem 
nach dem Vorausgehenden die Tangente o r mit der Linie n c 
einen grossern Winkel macht, als die Tangente en, so ist der 
Bogen noch viel mehr kleiner, als e o -f- o n, oder kleiner als 
e n. Also die Zunahme des Bogens ist grosser als e r und 
kleiner als e n. 



Nun ist 



e r ■■ 
nnd 



K(rm a -|-em i ) = lf(dx 2 + &y 2 )—dx 1 + 

en = lf(n m 1 + em*)= K(d x 2 + dy 2 ) = dx V + 

Es ist ferner i y = d y 4- — - + _u . . . 

} J 2 2 • 3 ~ 

( d 2 y ) 2 

i y 2 — dy 2 + dy d 2 y + ~ — + • • • 

also dx 1 + = d x 1 + + • • • ) 
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Es ist nuu erstens iinmoglich, dass das crste Glied des 

dyi\ 

Zuwachscs des Bogens Kleiner sey, als dx K( 1 + ^ J. 

Denn gesetzt, es sey so, dass dieses erstc Glied um eine 

dr 2 



gegebene Grosse Kleiner sey als dx /^(l + 



d x 



)• 



so lasst 



sich dessen Werth so darstellen , dass es gleich 
d 



dx S ( 1 






driicken nioge. 



Es kann nun d x in der Reilie dx ( 1 



was auch fiir eine Grosse a aus- 
dy 1 , dy d'y 



) 



d jr 2 dx* 

so Klein genommcn werden, dass das dritte und allc folgenden 
Glieder kleiner werden, als irgcnd eine gegebene Grosse, also 
Kleiner als <*. 



Konnte demnach das erste Glied der Reilie fiir den Zu- 

fjy 2 x 

wachs dcsBogens gleich 1 -) — a ) scvn, so ware 

d x * y ' 

dy 2 



dx V ( l 



d x 



v — a^<dW^l+-^ 



d y dy. dy - 
2 + dx 2 



) 



weil « die grossere Grosse von 1 






dy 2 
da- 1 



abgezogen wiirdc ; 



demnach ware 



d ac // ( l + 



dy 2 




das erste Glied 



fiir 



Jyl\ 

den Zuwachs des Bogens kleiner als + 1 , Klei- 

ner als die Sehne, was unmoglieh ist, da der Bogen immer 
grosser. als seine Sehne ist. 

Ieh sage liier sogleich dbrZ u wachs des Bogens, und nicht 
das erste Glied dieses Zuwaehses, da dx so klein gcnommen 
werden kann, dass sich die ganze Rcihe des Zuwaehses um 
eine kleinere DifFerenz vom ersten Glied dieser Reihe unter- 
scheidet, als irgend eine gegebene Grosse ausdriickt; woraus 
folgt, dass, wenn das erste Glied dieser Rcihe kleiner als 

d x /'( 1 -J- — ■ — J , kleiner als die Scline ware, auch die ganze 
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Reihe und der ganze Zuwachs kleiner seyn miisste, als 
dx V{\+ -J^T J, was eben unmoglich ist, da der Bogen 
immer grosser als die Seline ist. 

Auf gleiche Art lasst sich beweisen , dass dieses erste Glicd 
auch nicht grosser als d x V ( l -~ 7 ~) seyn konne ; denn so 

ware der ganze Zuwachs des Bogens grosser als die beyden 
Tangenten, was eben unmoglich ist. Daraus folgt, dass das 
erste Glied der Reihe, die den Zuwachs fur den Bogen einer 

Curve ausdriickt, in allerStrenge gleich sey dx v^(l+ — — ^ 

da es nicht kleiner und nicht grosser als dieser Ausdruck seyn 
kann. 

Zweyter Fall. Wenn die Ordinaten einer Curve ab- 
nehmen , gilt zwar die namliche Formel fur das erste Glied 
der Zunahme des Bogens, aber die vorhergehende Beweisfiihr- 

Denn so ist die Zunahme f s des 

Bogens grosser als die Sehne f s, aber 

auch gi'osser als die Tangente f r, da 

sie im vorhergehcnden Fall kleiner ist j 

Tangente und Sehne also die Grenzen 

der Zunahme des Bogens waren, was hier 

nicht der Fall ist. — Indessen ist be- 

wiesen, dass dieselbe Formel fur dy entsteht, wenn man statt dx 

positiv, statt der Zunahme der Abscisse; dx negativ, also ihre 

4 • . d 2 y d* y“ 

Abnahme nimmt, denn so wird — iy - — dy — — ; — . . . 

also — dy = — f'x dx oder dy = f x dx, derselbe 
Werth fur d y. 

Da sich nun die urspriingliche Function des Bogens, um 
die es zu thun ist, eben so gut aus der Abnahme, wie aus der 
Zunahme des Bogens berechnen lasst, so wird in der Beweis- 
fuhrung der Bogen aus der Abnahme berechnet, indent man 



ung ist unzulanglich. 
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d x fur die Ordinate s b negativ nimmt, d x — b a == s i, wo 
dann dy = h i ist. Hier ist nun s h grosser als die Abnahnie 

( rfy ) 1 d y* 

des Bogens, und die Sehne fs kleiner, und = , 

& ’ j * ( — dx)* dx* 

so, .dass die Formel dieselbe bleibt, und diese Abnahme des 
Bogens nach der namlichen Bevveisfiihrung weder grosser noch 

kleiner als dx \/ 



Iseyn kann, was zu beweisen war 



Es bleibt di’ittens noch der Fall zu untersuchen iibrig, da 
die Ordinate cin Maximum oder ein Minimum ist, weil auch 
hier die Tangente kleiner als der Bogen ist, und nicht grosser, 
wie zum Beweise nothwendig ware. Indessen ist auch in diesem 
Fall das erste Glied der Zunahme oder der Abnahme des Bo- 



Denn es sey t n ein Maximum der 

y- " fit . , , 

/ Ordinate, so ist einleuchtcnd , dass wenn 

/ die Zunahme des Bogens ails der Zunahme 

/ / der Abscisse bestimmt wird, die Tangente 

K 4 t u kleiner ist als der Bogen , also keinen 

\ Anhaltspunkt fiir den Beweis giebt. Aber 

v man kann ihn alls der Abnahme berechnen. 

Es nelime die Abscisse um n m ah, so 
entsteht derselbe Bogen e t, als wenn die Abscisse in m Um 
m n zunahme, und da ist dann die Tangente e k grosser als 
der Bogen. Da nun in diesem Fall das erste Glied der Zu- 
nahme fiir den Bogen e t gleich dx V 0 +#) ist , so ist 
einleuchtend , dass auch die Formel, wenn von t n ausgegangcn 

wird , fiir dasselbe e t gleich d x 0 +- 3 £) scyn miisse, 

weil dx to klein genommen werden kann, dass es nnmoglich 
ist, dass sicli die ersten Glieder um eine angebbare Grosse 
unterscheiden , indem die ganze Reihe, darin e t ausgedriickt 
wird, fur beyde gleich ist. - 
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Demnach gilt die Formel dxl^ allgemein .als 

Ausdruck des ersten Glieds derjenigcn Reihe, die die Zuuahine 
oder Abnahme des Bogcns cincr Curve darstellt. 



14 . 

i , , . . ■ ; . t 

Im Allgemeinen voreinfacht sieli die wortlichc Beweis- 
fdhrung dieser Satze durcli die Nachweisring, dass sich die Gren- 
zen, zwischen welchen dor YVerth des Zuwaehses liegt, nur 
im zweyten nnd in den folgenden Differenziali en 
untevseheiden, da durch analoge Beweisfiihrung daraus klar 
wird, dass das erstc Differenzial dem ersten Glied der Reihen 
gleich kommt. So sind die Grenzen fur den Zuwachs desBogens: 

dx Mnd: dx * =dx + 7T* + 

dy d 2 y . . 

H + • • •) Demnach das erste Glied des Zuwaehses 



selbst gleich: dx V • 



Man nennt diesen Ausdruck das Differenzial des Bogens, 
und die diesem Differenzial entsprechende Function ist demnach 

die Function fur den Bogen, und wird durch / d x J 7 

bedeutet, das bekannte Zeichen fur die Integration, d. h. fur 
die Auffindung der urspriinglichen Function aus dem ersten 
Glied der Reihe, die die Zunahme oder Abnahme dieser F»u«- 
tion dafstellt. 

> ( \ ,i 

Nach den Prinzipien und Erklarungen des Differenzial* 

( dy 2 ' \ 

1+ ■ — Ider ganze Zuwachs oder die 

ganze Abnahme des Bogens freylich nur fur unendlich kleine 
Grossen von dx, was gewiss der schwachste und unwissen- 

schaftlichste Theil dieses Calculs ist. Denn dx 1+ -. — 1 

bleibt bloss das erste Glied der Reihe. Den ganzen Zu- 
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waclxs kounte es nur unter dei 1 Bedingung ausdruckeu , dass 
dx—O ware. Aber bey Null hat Alles ein Ende, aueh die 
Wahrhcit, und strenggenommcn lautete die Erkfarung des Dif- 
ferencial - Calculs worthch und logiscli : d x ^ (■+£) ist die 

Zunahmc fiir den Bogen , da, wo gar keine Zunahme 
statt findet. 

Es ist zu crinnern , dass zwar aueh in der gegebenen Be- 
weisfiihrttng zu Grossen zuriickgegangen wird, die kleiuer sind 
als jede angebbare Grosse, aber in keinem andern Sinn, als 
diess Euklid und Arehimed than, nainlich um darzntliun, dass 
sich die gegebenc Forjnel von der nothwendigeo W ahrheit um 
keine angebbare Grosse unterscheiden kdnne, also selbst die 
wahre und nothwendige sey. Und diese Formel gilt nicht 
etwa bloss fiir Grossen, die kleiner sind als jede angebbare. 
Grosse, sondern fiir jeden endliehen und unendlichen Werth 

von d x. Auck ist im Ausdruck da / C-SS) gar keine 

Grosse vernachlassigt, indem diese Formel nieht die ganze Zu- 
nahme sondern das erste Glied dieser Zunahme ausdruckt; und 
dieses erste Glied ist vollstandig, so gross oder so klein 
der Werth von d x nur immer seyn mag. 

• 4 •- , 

Es ist fast uberfliissig, diess na'her auseinander zu setzen , 

da K ( ,+ ^ 
aber unabhangig von d x sind, wie bewiesen ist. Derjenige 
Coefficient, der fiir irgend eine Grosse von dx gilt, gilt fiir 
allc Grossen, und hat man ihn fur einen Werth gefunden, so 
ist er der allgcmeine fiir alle Wertlie, 

Es ist bemerkt worden, dass dx i+ das er6te 

Glied in derjenigen Reihe darstelle, die den Zuwachs des Bogens 
ausdruckt, und dass es hinlanglich sey, das erste Glied zu 
kennen, da man aus ihm die folgcnden ableiten konne. Be- 

3 * 



0 



der Coefficient von dx ist, die Coefficienten 
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zeichnet is die Zunahme des Bogens, so stdlt sich, wie nn- 
mittelbar einleuclitet , die Reihe, die dieser Zunahme entspricht, 
in aller Strenge als folgende dar : , 

* ' . = dx i + + d ( dx r(x + -££)) + . . . 

2 



6 * = d y 1 4* 



dy 



) 



rf* r 



2 A' 



( d * 2 "N 



di r(' + gpr) + ( d *Q 
2 - 3 ^’ + -^-) 3 



2 dx 2 

*r* 



In dieser Forme! ist kein Wcrth, der nicht durch die Defi- 
nition von d x und d y bcstimmt ware. Aber es ist zugleich 
einlenclitend, dass dx und dy nur als analytische Elemente in 
einer umfassenderen Synthese enthalten sind, ihre Wahrlieit und 
Sicherheit auf diese Ubcrtragend. 

Unmittelbar wichtiger aber als die Construction dieser Rei- 
hen ist die Kunst, aus ds, aus dem Differenzial des Bogens, 
oder vielmehr aus dem ersfen Glied der Reihe, die urspriing- 
liche Function oder den Bogen zu finden , d. h. diejenige Func- 
tion zu bestimmen, die, wenn in ihr die veranderliche Crosse 
x uni dx vermehrt wird, diese Reihe giebt. Diese Kunst ist 
der Integral - Calcul , dessen Regeln und Operationen als be- 
kannt vorausgesetzt aver den. 



15 . 

Es sey z. B. die zu rectificirende Curve eine Weil’sche Pa- 
rabel , deren Gleichung y * = p x * , so ist 

I z p ^ 

y — p T x x , dy = f — — d x. • 

also : 

«»«*'<•+»££) - dx ►'(i+i 
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XJm nun die Function zu finden, die von der Beschaffen- 
heit ist, dass sie, wenn in ihr x um dx vermehrt wil'd, eine 

Reihe gielit , deren erstes Glied = — — ^ (** + I P )» 
getzt man nach den bekannten Regeln des Integral - Calculs : 
x * + $ p* = z, und es geht dann — (& ^ + $ P*J in 

| zi d z Uber, wo auf dem ersten Blick einleuchtet, dass die 
ursprlingliche Function gleich z i C sey, worin die Grosse C 
eine Constante ausdriickt. Setzt man nun z — xi + % pi, 
soist(xT + |pi)f-l-C diejenige Function, die im ersten 

• Glied — K" (x^ + $ P T J giebt, wenn in ihr x um d x 

vermehrt wird. 



Bezeichnet nun s dicse Function, so ist 6 s nach der ange- 
gebenen Bezeichnung : 



*< = ^(x* + 5p*) 



x* 



+ 



( 



’'(x' + 



S (x* + £ />*) 



ip* ^ 



d x 

2 . 5 " 



+ 



wo nun die folgenden Glieder nach den aufsteigenden Potenzen 
von d x geordnet den bekannten Regeln gemass entwickelt 
werden. — 

f +$p*y~T m * st demnach nur eine symbolische 

*’ 

Abkiii'zung fur die ganze Reihe von 6 S', es ware auch iiber- 
flilssig, sie weiter zu entwickeln, da die folgenden Glieder, 
wenn nur das erste Glied bekannt ist, leicht entwickelt werden, 
und die urspriingliche Function eben so gut aus dem ersten 
Glied allein, wie aus der ganzen Reihe gefundcn wird. — 



Weiss man nun umgekehrt die Znnahmc des Bogens, oder 
die Function des Bogens selbst, so kann man die Gleichung 
finden, die zwischen den Coordinaten der Curve statt findet. 
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Z. B. die Curve zu finden, deren Bogen im Cubik- Verhaltniss 



del* Abscisse zunimmt ; wo also s == 



ist. 



Es jst einlcuclitcnd, dass Ss = 



3 * 1 dx . 3 * dx 2 



a 



+ 



+ 



, •• 3 x 1 d x 

also as — ; 



Nun ist allgemein ds = dxV'd -j )» 

a OC 



also 5 x 1 = a* A - " ( 1 + 



9 a : 4 = a 4 (1 



dx 

dr 2 



dx 2 



£)••• 

^ und 



dy = ^ A'' ( Q ar 4 — a*^dx, was eine Curve giebt, 

deren Coordinnten - Gleichun^ transcendent ist. 

Oder man wisse z. B. , dass die Zunahme cines Bogens in 
einer Reihe von Potenzen von x geordnet, ausgedriickt wird, 

•’ d x 1 ' 

deren erstes Glied gleicli — — A^(x + \p), und deren folgende 

3C ? 

Glieder demnacli sehr leicht zu finden sind. Was ist die Coor- 
dinaten - Gleichung dieser Curve ? 

Es ist — K — + 2 pV= dx if (l , also 



* + i P _ . , dy 2 

5 - 1+ 17 ^’' 



l**/,. f 

!*»T 



I 

* 



— dx 2 — dy 2 oder dy =\ — , woraus: 

• % _ ’ ' ! 
y* = par + C, also die Apollonische Parabel , wenn C = o 

wird. ' . , 



te. 

,<■ lit .i.v!- i; .ill . l-'t •■«?»! '•*«*«*j >.i .» *IMu OO.l /.'• 

Es ist iiberfliissig, die Formeln fur die Quadratur, Cuba- 
tur und anderc mitverbundene Probleine zu gebcn, da die 
Formeln und Beweise nach den aufgestellten Prinzipien so ein- 
fach werden , dass sie sich auch ohne ausfuhrlichc Entwicklung 
von selbst darbicten. Ich beschraoke mich dalier auf die For- 
meln fur die Quadratur ebcner Flacben. 
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1st die Flache a c b durch eine 
Function der Abscisse oder Ordinate 
gegeben, lind nimmt die Abscisse a b 
um dx — b 1 3 zu, so ist die gauze Zu- 
nahmc der Flache 6 c o » p. Diesc Zu- 
nahme ist Kleiner, als die Flache, b Cy p, 
und grosser, als b c • (3 , also grosser, 
als yd* + i Sy d x, und kleiner als 
yd*-}-|dydx. Da nnn das erste 
Glied derjcnigen Eeihe gesneht \tird, die den Zuwaclis fur die 
Flache ausdruckt, so ist einleuchtend , dass diess erste Glied 
nicbt grosser und nicht kleiner als yd* seyn konne. 

Denn es ist kleiner als:yd* + |dyd*, und grosser 

i 

als:y dx \ dy d x + i d 1 y d x + d 1 y d * + . . . 

* • . . : , . " ■ ! J ' : > : , 

Setzt man fur dy, d 2 y, d s y, u. s. w. die Werthe 
d y = f’ x dx ; d 2 y = f" x dx 2 , d * y = f" x dx * u. s. vr. 
so gelien die bey den Rcihen in folgende iiber : 

Der Z,.w,d„d« Fliche + 

>ydx-f$/ *d* 2 + i/*d**-|-... 

. •••'• ... ' •/ •• ; ♦ 1 

i Ware mm das erste Glied, das den Zuwachs der Beihc 

ausdruckt, grosser als ydx, etwa gleich y dx + a, so konute 
in der Gleichung y d * + \ f x dx 2 , dx so klein genommen 
werden, dass ? f' x dx 2 kleiner als a' wiirde. INun driickt 
aber y d x + 1 f'x d x 2 den Zuwachs derjenigen Flache aus, 
die von der jcdesmaligen Tangente begrenzt wird, und diese 
ist sichtbar grosser, als die Flache, die von der Curve begrenzt 
wird. Ware nun das erste Glied, das den Zuwachs der Flache 
fur die Curve ausdruckt, gleich y d x + a, so ware diese 
Flache grosser, als die von der Tangente eingeschlossene 
Flache , was unmdglich ist. 

Ebcn so lasst sich beweisen , dass diess erste Glied auch 
nicht kleiner als ydx seyn kdune. Denn so wiirde die Flachej 
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die von der Curve begrenzt wird, kleiner, als die von der 
Sehne begrenzte, was sichtbar unmoglich ist. 

Driickt 4 f den Zuwachs fiir die Flache aus , so ist naeli 
bekannten Regeln die Reihe, die diesem Zuwachs entspricht: 



4 / = y d x -J- 



dy d x 
2 



+ 



d J y dx 

2 . 3 



+ • • • 



also df = y d x , d 1 f — d y dx u. s. w. 

Wichtiger ist die Integration , oder die Kunst, die Function 
der Flache aus dem e r s t e n Glied der Reihe , die die Zunalime 
dieser Flache ansdriickt, darzustellen. 



Beyspiel. Es soli die aus der Apollonischen Parabel eon- 

(P — *) 



struirte Curve der Gleichung y = --- ~ - quadrirt werden. 

’(/) — x) P'xdx 



2 ' 



Die Flache wird dnrch 



f df = f ydx =p± 



2 t'p 



ausgedriickt. Diess Integrate ist eines der leichtesten, und es ist 

fydx—fi P r (px') dx—ifS t^dx — ip 5 * * — r-^7- + c - 

P P * 



Fiir x — o wird auch die Flache gleich Null, und so fallt 

*-* 4 

p* 



das voll- 



die Constante weg; und es ist J p * x 

kommne Integral. — Bey x — p durchshneidct diese Curve 
die Abscissen - Linie , und die durch sic eingeschlossene Flache 
ist genau T l x p *. 



w. 




Will man die Quadratur des Sectors a cb einer Curve, 
so sey der in der Abscissen - Linie a t gelegene Punct c der 
Punkt, von dem aus die Radien gezogen werden. Nimmt nun 
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x = af uin dx—ft zu, so niimiit aucliy— 6/um Sy — em, 
der Winkel 9 = A' a c b utn S <p — L. bee, and dcr Radius 
u — b c nm h e = Su zn. Dr'dckcn dy, dp, d u die ersten 
Glieder der Reilien dicser Zunahmen a us, so constmirt sich 
aus y d x folgende Forrnel fur die Zunahmc des Sectors : 

Sector a c b = FI a b f — A b c f, also : 

d Sect, a c b — d FI. abf — d A b cf, 

= y d x — d (\cf-K bf). 

Nun ist x=ac+cf= a — u cos ip , 
also d x = — cos > ? du -f- u sill 9 d <p , 
and b f == y == u sin p ; c f — — it cos 9. 

Diese Werthe.substituirt gebrn : 

d Sect, a c b = y d x — \d(cf^bf) = 

= ( — u sin 9 cos 9 d u + u 2 sin 2 9 <> ?) — 1 1 l(~u 2 sin 9 cos 9 
— ■ — u 31,1 9 cos 9 du + u 2 sin 2 9 d 9 -j- u sin 9 cos 9 d u + 

+ i u * C(W 2 9 d 9 — {u l sin 2 9 d 9. Also die Glieder) 
subtrahirt d Sect. — | u 2 d 9. 

Es handelt sich hier noch darum , wic die Grdsscn d u and 
dp gcometrisch constrain werden kbnncn. 

Es ist : d x = — cos 9 d u + u sin 9 d 9 , 
d y — sin 9 d u -f- u cos 9 d v . 

Sacht man in einer dicser Gleiehungen dieWcrthc von du 
und von d 9 abgesondert, and sabstitairt sie in die andere 
Gleichung, so erlialt man : 

d u = sin 9 d y — cos 9 d x ; 
u.d 9 = cos 9 d y + sin 9 dr, 
worm also die Werthe von d u und d 9 dureh die Werthc von 
dx and dy gegeben sind. 

Diese Formeln vcreinfaclicn sich, wenn man du and dn 
z. B. far den Pankt eines Maximams oder Minimums der Ordi- 
nate sacht; denn darin wird dy = 0, also d u = — cos 9 d x 
and u d 9 = sin 9 d x. 

4 
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Z. B. Es nchme die Abscisse a c, in welchem Pnnkt die 
Ordinate ein Maximum ist, urn c h — b m = d x zu. Es ist 
(1 y — 0 , i u = r n und & 9 — b f n. 

Nun ist d u = — cos <p d x , also : 

d u : dx — — cos <? : 1 ; du:bm— fc: 1. 
Wird darin bf= l genommen, so ist offenbar, d u — m o , 
wegen der Aehnlichkeit der Dreyecke A m b o und A b f c, 
da b m parallel mit f c und b o dieTangente 7.um Kreisbogen 
b r im Punkte b ist , und m o scnkreclit anf b i steht. 

Ferner ist u d <p — sin dx, also : 

u d y ; d x = sin <p : l ; u d <p : b m — b c : l, 
demnach u d <i> = b o ; woraus liervorgeht ; dass der Winkel <p 
nur dann gcomctrisch construirt werden konnte , wcnn es mog- 
ith ware, einen Kreisbogen zu construircn , der ciner gcraden 
Linie gleich ist. So kann d<? nur trigonometrisch annaherungs- 
wcise bcrcchnct werden. Der Worth abcr an sich ist durch 
die Formel vollkommen bcstimmt. 

Aehnlicher Weise vereinfacht sich die Formel , wenn 
cos 9 — 0 wird, d. lx. in dem Punkte, wo der Radius u auf 
der Abscisscn -Linie senkrecht steht. — Es ist noth zu bemor- 
ken, dass gerade so, wie der Sector einer Curve 
nns der Gleichung des Winkels und dcs Radius 
berechnct wird, auch der Bo gen einer Curve berechnet 
werden konne ; und es ist : 

ds S(dy 2 + dx 2 ) = S(du 2 -f u 2 dy 2 ). 

Denn es ist: 

d y 2 = sin 2 9 du 2 + u 2 cos 2 ydy 5 + 2 sin 9 cos 9 dy d u 
d x 2 = cos 2 9 du 2 u 2 sin 2 9 d9 2 — 2 sin 9 cos 9 d 9 d u , 
also dy 2 + dx 2 = du 2 +u* d?*. 
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18 . 



I cli schliesse diese Erlhuterungen iiber den Bcgriff des 
Infinitesimal -Culculs mit einigen allgemeinen Bcmcrkungeu. — 
Es isl scit Langcm berkorninlicli, dass man sich in der soge- 
nannten Methodc der Grcnz - Verba ltnisse beruhigt. 
Die Wcrthe dy und dx sind nach dieser Lehre niclit eigentlich 
Grossen , soudern miissen ini sogenannten nngethcilten 

Ansdruck — — verbunden gedacht werden, damit sie eine end- 

da: 

liche Grosse darstellen. Nun sieht man sich aber vergeblicli 
darnach um, was denn die Werthe dy und dx sind, 
wenn sie nieht Grossen sind, oder wie es kdnnnt, dass sic 
mitcinander cinen so bestimmten Ansdruck. cine wirkliclie 
Grosse bilden , und doch nieht in die Factoren d y und d x 
zcrfallt werden konnen, was in der Mathematik sonst unerhort 
ist. — • Walirsagen ist leichter, als die Wahrheit sagen, und 
hier ist fast Jeder ein Prophet geworden. Ein fast vollkomm- 
ner Einklang, eine unglaubliche Zuversicht wird in den mathe- 
inatischen Verkundigungen wahrgenommen , in den Propheticn, 
dass dy und dx nun und nimmer als Grossen behauptet wer- 
den konnen, von Keinem, der die Sache verstehe. Belege da- 
fiir finden sich allenthalben. 



,, Maxim op ere ca vend um est,“ steht in der Preis- 
Schrift eines beriihmten Matheinatikcrs , „ ne credamus symbo- 

d r 

d x 



lum 



quod formam magnitudinis ex duabiis compositae 



prae se fert, revera esse symbolum composition, ac designare 

fractionem, cujus termini sint dy et dx, quasi dy et dx 

denotent ccrtas quantitates: ant ne credamus, ex 

d ( x " ) " ' 

aequationc — •= nx n ~ l posse deduci hanc 

* d x * 

dy = d (x n ) — n x " — * d x. — Expressio — -i- incom- 

dx 

plexa cst atque peculiaris, ad designandos exponentes 
liiniluni rationum simultancorum quantitatum mutabilium y et x 

4 * 
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incrcmentorum facilitatis causa rnlroducta : ct qua in vis vcsti- 
... Ay 

gia conscrvct originis suae — — - , (die bekannten Differenzen- 

As 

Svmbole nach dor Grenz- Mcthedc ) ; signn dye t dx sigillatim 
spectata nullain amplius ad quantitates veras &y et £x rcla- 
tioDem habere firm iter tcnendiiin est. Quae monita eo 
magis urgenda esse censeo , quod doctrina haec quaestionibiis 
nonnullis in unibus fuit exagitata ; quae ne motac qiiidem fnis- 
sent, si ad gcnuinain syniboli illius indolent Mathematicl semper 
attendissent. " 

..Exponcns diffcrentialis secundi ordinis functionis y et 

. . . . . </ J V 

quantitatis mutabilis x, denotetur signo — ~ . Et hie (into 

etiam, si fieri posset, a fortiori) repeteuda sunt, quae dc 
simplicitatc symboli liiijns nionui, non obstante ejus ap- 
parent! compositione. Ne quis qnaerat, quid sit d*y, neque 
quid sit dx 1 ? Nullum, quod satisfaciat, ob tin obit 
responsum . . . Incautiores Mathematici terminus 
illos dirivare niinium frequenter aggressi sunt. . . 
Non movenda est qnaestio absona, quid sint illi termini ap- 
parentes, etc." - Eine solchc Sprache war nicht auffallend, so 
waren die Verhaltnissc des Differen/.ial- Calculs. — 

Nach den Ansiehten dcr Mathematiker waren die Diffcren- 
z.ialien fill* sieli koine Grossen , sie mussten ihnen in einer 
Wissenschaft , die sieli bloss rnit Grossen beschh'fligt, wie die 
Mathematik , nnheimlich vorkommen. Sie darum jederzeit, und 
so expedit als moglicb, aus dem Calcul zu entfernen, darin 
besteht amrh in Ca r n o tsTheoric dieMetaphysik des Infinitesimal- 
Calculs. Gleichungcn , die noch DifiFerenzialien enthaltcn, die 
mit ihnen glciclisam contaminirt sind, nennt er unvollkom- 
111 e n ; es sey darauf zu dringen , dass die Differenzialicn daraus 
versebwinden \ dann wilrdcn sie, man weiss zwar niclit wo- 
durcli, vollkommcn; so, nicht als unvollkommene Gleichungen 
hatten sic einen Sinn, was allerdings in einer Hinsicht wahr 
ist. Denn selbst das erhabenst Sinnvolle hat keinen Sinn , wean 
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cs nicht crkannt ist. Es gilt hier die Verwechslung dcs sub- 
jectivcn Zustandes eines Metaphysikcrs mit dem objcctiven Vcr- 
haltniss der Wahrheit , e r hypostasivt scinen Zustand in der 
Erkenntniss, setzt ihn an die Stclle des Objects, nnd lcgt so 
nnr ein Selbst - Bekenntniss ab. Allerdings haben die sogenann- 
ten tinvollkommenen Gleiehungen keinen Sinn, so lange nicht 
der Sinn der Differcn7.ialien erfovscht ist, sie werden sinnvoll 
in und mit dcm Sinn der Differenzialien. Freylich sind die 
bislier behandclten Differcnzial - For mein von der Art, aber 
doch bloss zuf'dllig, dass darin andere Grossen als die 
Differenzialicn , d. h., dass andere Grossen ntit Hiillc der Diffe- 
reuzialicn bestimint warden , wie die Subtangentc , der Punkt 
der Inflexion ciner Curve, die Rectiricntion , Quadratur und 
dergleiclien Aufgaben , aber einzig, wcil die Probleme, die sich 
7 . ufallig darboten, von der Art waren, dass man dy nielit 
r.n suchen brauchte, sonst wiirde man auch das Differenzial 
bestimmt haben. * 

Es ist ein Spiel des Caleuls, dass er nicht einzig an diese 
Aufgaben gebunden ist, dass er Probleme kennt, worin das 
Gesetz dcr Einfachhcit iiberschritten wiirde, wenn die Differen- 
zialien eliniinirt wiirden, da sie, wie jede andere Grosse, all- 
gcmein gelten, und wie jede andere Grosse zu beliandeln sind. 

Es werdc z. B. gesm lit , (s. png. 1 8) unter welchem Winkel 

die Curve y = : — die Abscissen - Einie durchsehnei- 

det. Die Gleichung zeigt, dass y = 0 ist, d.h. , dass die Curve 
die Abscissen - Linie dnrchschneidet , wenn x — p ist. Es 
lliandelt sich daruin, wie gross der Winkel m on fur x=p ist* 



Ilier ist no — dx, mn — dy und dy = ‘ ^ — 3 / // — ^ dx; 



derWertkac substitiiirt, giebt dy — — | dx, und wird n o - — dx 

gcsctzt, weil die Abscissc in o uni no abnimmt, so wird 
d y — \ dx. 



Es ware iiberfliissig, hier dy und dx zu elimioiren , dcr 
Winkel mon wird nach den trigonometrischcn Regeln berechnct, 
die fur rechtwinkelige Dreyecke gcltcn , und ist nahe 26 ° 34 ; . 
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lft. 

Aber noch Aufgabcn ganz anderer Art, die einzig iin Be- 
gi’iff der Difierenzialien als her eclienbar er Grossen begriin- 
det sind, eroffnen sieli bier dcin mathematisclien Verstandniss. 

Es ist in 3 « erwahnt, dass dy nicht gleich Ay werden 
bonne , wenn nicht zwischen der Ordinate y und y iy ein 
Maximum oder Minimum fallt. Die Strenge der Geometric 
fordert , dass noch beygesetzt werde : dy konne auch gleich Ay. 
seyn, wenn zwischen y und y -j- Ay ein Punkt der Inflexion 
einer Curve liegt, was iibrigens an dem Beweise in 3 . nichts 
andert, da die dort geltenden Griinde auch in diesem Falle 
gelten. Es ist einleuchtend und sichtbar, dass fur gcwisse 

Punkte derCnrve (Pag. 25)y = * ^ — - , die Tangente eines 

Punkts einen andern Punkt der Curve durschschneide , wo denn 
dy — by wird , d. h. , die VeiTangerung der Ordinate zur Tan- 
gente gleich ihrer Verlangerung zur Curve. 

Dann ist bemerkt worden, dass d x eine constante, aber 
indetenninirte und indetenninirbare , willkiilirliche Grossc sey, 
und diess musste so ausgesprochen werden, weil es Wahrheit 
ist, so lange die Function allgemeine Function bleibt. Werden 
aber besondere Falle einer Function genommen, d.h., geht die 
Function in eine algebraische Gleichung iiber, darin es sich 
nicht nm vera nderliclie, sondern nur tim unbekannte 
Grossen handelt, dann kann auch, auf dem Gtfbiet der 
Algebra, die Grosse dx fiir besondei’e Falle nach den Ver- 
hnltnisscn der Problemc bcstimmt werden. 

Es sey in obiger C\irve die Tangente fiir den Punkt der 
Abscissen - Linie x = J p gegeben , und es werde der Durch- 
schnittspunkt dieser Tangente mit der Curve selbst gesucht, d.h. 
es werde gesucht, wie gross dx seyn miissc, damitdy=Ay 
werde, was kein Problem inchr fiir Functionen, sondern fiir 
reine Algebra ist. 
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. . (» -f- JP ) l' X 

Fiir * = i p . ist in y = — y = p = „ 

und die entspreelicnde Subtangente gleich fa p = /9, also: 
subtg. x = fa p — { P = i V P = y- 

Die Ordinate, in der dy — &y ist, sey y, und die ent- 
spreebende Abscisse x, so verhalt sich: a :P = yix+y, 

. n -4- x ) t^x \ 

A P = fa P = p ) • (* + * P)i 

woraus sich die Gleichung ableitet : 

x' — \l p x* + p* X — 7 *2 T5 p • = 0. 

Eine Wurzel dieser Gleichung ist, wie bekannt, x= -fa p. 
Nun ist .* = ip + dx, also dx — fa p, ein ganz be- 
stimmter Werth. 

d ^ (f ® y 

Es ist min aber $ y = dy 4- 1 1 + . . • 

J J T 2 2-3 2.3.4 

,, , , d 2 y d 3 y d * y 

und da «y = dy, so wird 0 = r+. • • 

J J 2 2. 3 2 - 3.4 

— (- ^ + 3 i/^) 4 ,+ 

+ C-, ?, + ,1,^) <-• + •••• 

und der Werth x — \ p substituirt , giebt : 

0 = — d x dx* + ... . 

P P P 3 

eine Reihe, die anf folgende reducirt werden kann : 



0=1+ — dx 
P 



dx* + . . . . 



Yon dieser Gleicliung vom unendlichen Grad 
ist nun eine Wurzel b e s t i m m t , n a m 1 i c li : d x = fa p. 



Umgekehrt kann man nun , wenn die Reihe : 

0 = -th + tl2‘ + + . . . . 

2 2-3 T 2 .3.4 

eine endliche Reihe ist, aus ihr dx, und aus dx den Werth 
x finden, wodurch imrner eine Gleichung auf eine 
um iwey Grad niedrigere reducirt wird. 
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) 

Es sey in der Curve ubmo, y = . 

P P 2 

Der Punkt der Tangente sey x — a c = % p j 

d 2 y d*y 

so ist by = dy - | h — - + . . . . 

* * • o 

. , / 2 6 jtN d x 1 6 d a- * 

* - dr = ~P IT- 

Der Werth x = $ p substituirt, giebt : d x = J p. 

• • . jf ^ 

Nun ist fitras = $p in der Gleichung:y = — — , 

y = p=b c; subtg. = 5 \p = hc, nnd es vcr* 
halt sich: b c:Jic=mn: /in, oder2>c:ftc=y:(bc-j-dx); 

115 P • Si P \ p )) 2 ) ' 5T P ' 

Daraus die Gleichung : 

~ — ~T~ = A Pi ** — ** P + A P * = o. 



Eine Wurzel dieser Gleicliung ist nun £p + da: = $p, was 
sich auch in der Substitution x — £ p nacbweiset. 

Ich gebe diese Besultate ohnc wejtere Bemerkung, zufrie- 
den , diesen fast wiehtigsten Punkt der. Algebra zuerst angedeit- 
tet und sicher gestellt zu liaben. 



SI. 

Die Thatsaehe der historischen Entwicklung des Infinitesi- 
mal -Calculs ist cinfach folgcnde: Man bemerkte, dass das erste 
Glicd des Znwachses einer Function zuverliissig riehtige Besultate 
gebe, und statt sie zu analysiren und so Erkeuntniss zu gewin- 
nen, suchtc man sich ihretwegcn zu entschuldigen. Es war un- 
bezweifelbar, dass jcder Ztiwachs einer Function aus inehreren 
Gliedern bestehe und lingliicklicher Weise braucbte man nur 
das erste, das cinfachste, weil es allcin zu Besultaten liihrtc. 
Was war natiirlieher , als dass die Frage gcstellt wiirde: das 
erste Glied des Zuwachscs einer Function, der Werth dy, 
ist nicht die ganze Zunahme der Ordinate zur Curve, das liegt 
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am Tags al>er ist es denn nichts anderes Bestimmtes, 
damit endlich das unbestimmte Wesen aufhore? 
und die Frage so gestellt, mtisste die Wahrheit anf der Stelle 
offenbar werden. Aber das geschah nicht, man stellte keinc 
Frage, und als ob man sich ob der Resultate fiirchtete , ent- 
schuldigte man sich, und die Reihe solcher Entschuldigungen 
bildet fast einzig die bisherige Metaphysik des Differenzial- 
Calculs. Das hinderte die natiirliche Gestaltung des Calculs, und 
brachte unreife Surrogate, erkiinstelte Methoden-Dinge an die 
Stelle der kraftigen , innwohnenden Reifc natiirlich wahrhafter 
Entwicklung. Immev kam man zwar wieder von solchen Stirro- 
gaten znriick, aber nur um aufs TNetie in andere, uni Nichts 
bessere , in minutissima rerum zu verfallen. So wird statt 
historisclier Entwicklung nur Schwankung wahrgenommen , die 
weder eine Stelle hat, noch von der Stelle kommt, wiihrend 
die natiirliche Entwicklung eine bleibende Grundlage hat, und 
im Fortschrittc so sichcr ist, dass sie fdr alle Zeiten hinaus von 
den einmal gewonncnen Prinzipien nicht mehr abgezogcn werden 
kann. Dagegen erlebte man in dev Geschichte des Differenzial-Cal- 
culs, dass selbst der iiber alles Lob erhabene La-Grange, der 
in seiner The or i e d erFn n cti o nen derWahrheit aufs Aller- 
nachstekam, noch selber seine Theorie aufgab, und wieder zu 
dem altcn Differenzial-Calcul znriick giug, ungcvn, wie man aus 
seine n ErklHrungen abnimmt, und mit Recht, da die Theorie 
der Functionen, die nnvergleichlich beste Metaphysik des Diflfe- 
renzial - Calculs in die Kette der gewohnlichcn Entschuldigungen 
oder Verwiinschungen gar nicht einzureihen ist. 

**. 

In der nun dargestellten Theorie des DifFcrenzial- Calculs 
wird nicht eine fremde Lehre in die Rehnung eingefuhrt, sie 
ist von jeher in ihr, ihre Wahrheit, aber unerkannt, man hattc 
sie immer,.und wusste nicht, dass man sie hatte. Von ihr 
kann man sagen: dass sie nicht feme von uns, dass sie mitten 
untcr uns war. Man gebranchte sie iiberall als den einzigen Grund 

5 
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der Wahrheit aller gefundencn Resultate, aber als blossen Grand 
der Resultate, nicht ihrer Erken n n iss , denn diese war 
unerfiillt. — Ununtevbrochen seit den Zeiten Cayalieri’ 6 
kennt man theilweise die Methode des Differenzial - Calculs ; da 
beginnt auch sclion einerseits die Entsclmldignng , andrerseits, 
wic in Pascal's Erklarungen, die Beschimpfuug derjenigen , 
die in den unendlieh kleinrn Grossen and ihrer Vernachlassigung 
die alte Wiirde and Festigkeit der Mathematik vermissten, mid 
die docli allein es waren , die die Wahrheit hoher acliteten, als 
glanzende aber unerkannte Resultate. — Man durfte die Methode 
der Tangenten nur analysiren , nnd das vierte Glied einer geome- 
trischen Proportion aufsnchcn, so hatte man die Wahrheit, die 
man suchte. So nahe war sie. La-Grange sprach sie in einem 
Lchrsatz wirklich aus, nnd bemerkte nicht, dass er sie ans- 
* sprach, nnd liess so die Frncht ungepfliickt, die, ivenn Einem, 
ihm einzig mit vollem Rechte zufallcn sollte. — Von der 
Wahrheit, die hiep zu Grunde gel gt ist, wird es nun and im- 
mer unmoglich seyn , abznweichcn , da in ihr dasjenige , was 
zweyhnndert Jalire lang Supposition des Calculs war, ziun wissen- 
schaftlischen Begriff erhoben ist. 

S3. 

Die dargostelltc Wahrheit des Differenzial- Calculs ist, dass 
man fur das erste Glied der Zunahme einer Function, einen ei- 
genen terminus setzt, f'x dx — dy, and ihn zum Aiisgangs- 
punkt fur alle folgenden analytischen and synthetischen Opera- 
tionen inacht. Dieser Ausgangspunkt ist ein terminus a quo, 
an den sich allerdings sehr fruchtbare Folgen anschliessen ; nnd 
dass sic writer fuhron, and noch ganz andei'e Operationen ein- 
leitcn , das zeigen die hdhern , wenn auch bisher noch sehr.inan- 
gelhaftcn Entwicklungcn des Differenzial-Calcnls. — War es docli 
bisher nur zufallig, dass die Differenzial -Formeln wahre Re- 
sultate gaben , da sie nur darutn Wahrheit cnthielten, weil fur 
den Werth dx — o die Tangcnte mit der Curve einen and den- 
selben Punkt gemeinschaftlich hat, also zufallig das fur die 
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Curve gilt, was eigentlich und w e s e n 1 1 i ch fur die Tangente 
gilt. Ware das Sach- Verhiiltniss anders, ware es moglich, dass 
d y nicht die Zunafame 7.ur Tangente , sondern 7.u irgend einer 
andern bestimmten Grosse ausdriickte , so gabe der gewohnliche 
Differencial- Calcul auch fdr den Werth dx — o keine richtigen 
Resnltate. Er wiisste sieh dann gar nicht zu helfen. Es ist 
freylich demWesen nach nnmoglich, dass dy eine andere Grosse 
sey; aber fdr die Rechnung war sie ihrem Wesen nach uner- 
kannt, und diese Erkenntniss war es gerade, um das es zu 
thun war. So lange sie nicht gewonnen ist, ist es fur den Er- 
kennenden, d. h., Erkennen Wollenden reiner Zufall, dass der 
Diflfercnzial-Calcul ein wahres Restiltat gewahrt , wie denn auch 
die hiihern Untersuchungen dieses Cnlculs sehr mager wurden, 
und stufenweise abnahmen , je weiter sic giengen , eben weil 
man ohne das Liclit eines bestimmten Ausgangspunktes wandeln 
mnsste. I n diesem Lichte aber werden sie durch die Kunst der 
Synthesis reicher und sichercr. 

* 4 . 

ImAUgemeinen stimmen die Ansichten derMathematiker darin 
iiberein, dass der D ifferenzial-Calcul Analysis sey. 
Von dieser allgeineinen Ueberzeugung bin ich sehr weit entfernt, 
und halte dieDifferenzial-Rechnung, wie alleWissenschaft, fiirSyn- 
tlliesis , die darum auch nach denRegeln derSynthesis 
7 . u fordern und znverstehcn ist. Auch bin ich iiberzeugt, 
dass die allgeinein verbreiteten Ansichten iiber Analysis und Syn- 
thesis eine wesentliche und schwer zu iiberwindende Heminung in 
denFortschritten der mathematischen Disciplinen hervorgebraclit, 
da man anders handelte,"als man die Sache intentionirte, unbe- 
wnsst das Eine wollte, und das Andere that, da doch einzig 
in der bewirkten und erkannten Harmonic beyder die rein blindc 
Zufa'lligkeit ausgeschlossen , und der lichtvolle Fortschritt gewon- 
nen wird. — Gerade so , wie man d y als den Zuwachs der Or- 
dinate znr Tangente definirt, wenn y die Ordinate einer Curve 
ausdriickt, konnte man auch unabhangig von diesem Satz , also 
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rein analytisch, dy als diejenige Flache zu -definiren suchen, 
die von der Abscisse, den bcydenOrdinaten, und von dem Perpen- 
dikel vom Endpunkt der cinen Ordinate auf die andere einge- 
schlossen wird, wenn y die Flache einer Curve ans- 
driickt. Das ware reine Analysis. Aber bier ist die Synthesis 
durch die Natur geboten ; denn diess y , die Flache kennt man 
eben nicht, wie man die Coordinaten - Gleichung einer Curve 
kennt, und die Kunst der Wissenschaft soil eben jene Flache aus 
diescr Curve constmiren, also durch Synthesis das nicht unmit- 
telbar Gegebene , mittelbar finden. Darum ist Synthesis geboten, 
weil nicht Alles, sondern nur ein bestimmter Punkt des Ausgangs 
gegeben ist und sucht man die so natiirlich gebotene Synthesis 
zu umgehen , und Alles in der Unmittelbarkeit der Analysis zu be- 
griinden, dann entsteht nicht selten Undeutlichkeit, und man hat 
statt wirklicher Grossen bloss Symbole. Mit wirklichen Grossen 
lasst sicli rechnen, durch Symbol? ist bloss etwas bedeutet, und 
dann muss man erst auf Nebenwegen wirkliche Grossen zn sub* 
stituiren suchen , was nicht der gerade und der edle Pfad der 
Erkenntnis und Wahrheit ist. Damit man aber wirkliche 
Grossen habe, muss man wahrhaft synthetisch ein erstos Gefun- 
denes als Grosse feststellen, und von ihm aus dui’ch Synthesis 
das System mittelbarer Erkenntniss fortbauen. Das crste Gefun- 
dene im Differenzial - Calcul ist dy als die Verlangerung der Or- 
dinate zur Tangente , wenn y die Ordinate einer Curve ansdriickt, 

die immer gegeben ist, und es ist nicht das Symbol — = f'x, 

*♦ 

sondern die Gleichung dy = f'x dx anzucrkennen, worin dy, 
f'x und dx wirkliche und auch geometrisch zu construirende 
Grossen sind. — 

Ich werde es hier nicht versnchen, die MissverstHndnisse 
iiber Synthesis und Analysis der Methode aufzuhellen. Sie sind 
in dcr That grosser als es scheint. Es wiirde auch mehr erfor- 
dei’n, als man voranszusetzcn bereehtigt ist, und es darf einer 
mehr allgemeinen , die Prinzipien der gesammten Mathcmatik er- 
lauternden Forschung iiberlassen werdcn. 
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